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0 zakonu recipročnosti za ostatke osmih po- 
tencija u tijelu osmih kružnih jedinica. 


Primljeno u sjednici matematičko-prirodoslovnoga razreda Jugoslavenske 
akademije znanosti # umjetnosti dne 30. svibnja 1906. 


NAPISAO DR. STJEPAN BoBNIČEK. 


S pomoću teorije dijeljenja kruga dade se izvesti bikvadratni 
zakon recipročnosti među racionalnim prostim brojem i kojimgod 
drugim prostim brojem tijela &(#) imaginarnih brojeva, a na te- 
melju toga posebnoga zakona recipročnosti lako je onda odrediti 
bikvadratni zakon recipročnosti u tijelu (+) uopće. 

Sa zakonom je recipročnosti za ostatke osmih potencija u tijelu 
osmih kružnih jedinica drukčije. Dok se posebni zakon reciproč- 
nosti među racionalnim prostim brojem i kompleksnim prostim 
brojem tijela osmih kružnih jedinica lako dade odrediti s pomoću 
teorije dijeljenja kruga, ne da se na temelju toga posebnoga za- 
kona lako izvesti rečeni zakon recipročnosti za kojagod dva prosta 
broja tijela osmih kružnih jedinica. 

Stoga je Eisenstein na temelju drugih principa pokušao, da dođe 
do toga zakona. I zbilja mu je na temelju teorije dijeljenja lemni- 
skate pošlo za rukom, da odredi rečeni zakon za izvjesne vrste 
prostih brojeva tijela osmih kružnih jedinica. Uz to navodi po- 
stupak, kojim se u svakom drugom slučaju može odrediti vrijed- 


nost izraza 
AVE: A 
A I , 


ako su 7, z, kakvigod prosti brojevi tijela osmih kružnih jedinica. 
Pri tom obećava, da će doskora posvetiti posebnu raspravu teoriji 
ostataka osmih kružnih jedinica, u kojoj će pokazati, koji oblik 
ima zakon recipročnosti za ostatke osmih potencija u tijelu osmih 
R. J. A. 165 (< 1 


S ad ate ina ak GB its 


2 S. BOENIČEK, (2) 


kružnih jedinica uopće.! Međutim ga je zatekla smrt g. 1852., a 
da te rasprave nije objelodanio. 

U jednu ruku da ispunim zaostali manjak Eisensteinova dokaza, 
a u drugu ruku budući da me na to sili proširenje teorije zakona 
recipročnosti u algebarskim tjelesima, koje sam naumio izvesti u 
drugoj raspravi, izvest ću u ovoj radnji zakon recipročnosti za 
ostatke osmih potencija među racionalnim prostim brojem i kom- 
pleksnim prostim brojem tijela osmih kružnih jedinica, a u navije- 
štenoj ću radnji na temelju toga posebnoga zakona nadovezujuć 
na opću teoriju pokazati, koji oblik taj zakon ima u svakom kojem 
mu drago slučaju. 


8 1. 


O tijelu osmih kružnih jedinica. 
Ako stavimo 


Tt 
41H 


? 


SI 


od oblika 
2 doE=0. 1, 2, «deg 0 
Tijelo Z(g) određeno tim korijenima zove se tijelo osmih kružnih 


jedinica: To je tijelo četvrtoga stepena, jer je p korijen ireduktivne 
jednadžbe 


(1) «=l=0. 
Označimo li sa s, S' supstitucije 
, (os 3), s' =(%:—q), 
to su korijeni jednadžbe (1) 
poP=8% P= po = ss 


1 G. Eisenstein: Zur _Lemniscatenteilung. Crelle's Journal ftir Math 
Bd. 39. Uz to valja pogledati: 
C. G. I. Jacobi: Gesammelto Werke VI. Bd. Str. 275. 


(3) O ZAKONU RECIPROČNOSTI ZA OSTATKE OSMIH POTENCIJA ITD. Bb) 
Tijelo je &(p) od Abelovih, a grupu mu čine supstitucije» — 
1, 8, S', 8S'. 


Svaka je od supstitucija s, 8', 58" drugoga stepena. U tijelu (0) 
sadržano je tijelo imaginarnih brojeva (+). 
Brojevi 
1, P, P%, p* 
čine osnovku tijela &(p) tako, da se svaki cijeli broj v tijela %(p) 
dade prikazati u obliku 


v=04%+4p+Ha4p-+a,p, 


gdjeno su 4,, 4,, 42, a, cijeli racionalni brojevi. 
Broj je idealskih razreda u tijelu (g) jednak 1. Stoga su svi 
ideali toga tijela glavni ideali. 
Ako stavimo 


e=1+p—p? = 1+V2, 
to je e jedinica tijela &(p), a svaka je druga jedinica n toga tijela 
sadržana u obliku 
(2) n=pe, 
gdjeno su m, n cijeli racionalni eksponenti.! 
Predočuje li nam 


v=4+04 + (4 +041). 


kojigod cijeli broj tijela &(p), prost prema 1-h-p, to ima među 
asocijiranim brojevima 


ev m =0,1,2...,9 
uvijek jedan, i to samo jedan, koji zadovoljava jedan između uvjeta 


8) %-+aiz1, (2+2), a -+ai=0, (2-H2i) 

l 

(389) a4 +rats=—1, (2+2), a+ra1=2, (202). 
1 Eisenstein 1. e. str. 257. 

* Eisenstein |. c. str. 258. 


Ka rai 
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Ako broj 
v=4%+a + (4 +65) 


zadovoljava kongruencije (3: ili kongruencije (3*), zove ga Eisen- 
stin primarnim brojem. 


Produkt dvaju primarnih brojeva daje opet primaran broj. Ako 
je v primaran broj, to su među asocijiranim brojevima 


pe? ov (m, n=0,+1,+2...) 
samo brojevi | 
| ko G&=0,+1,+2,... 
primarni. 


82. 
Prosti ideali tijela &(e). 


Prosti se ideal (1 -+4) tijela &(4) raspada u tijelu &(g) na dva 
jednaka prosta ideala prema jednadžbi 


d+) =(1+p). 


Ako je nadalje p racionalan prost broj od oblika p =8k-F-1, 
a a + bi prost faktor tijela &(4), koji je sadržan u p, to se a+bi 
u tijelu (g) raspada na dva različita prosta broja. Uzmemo i 
a -- bi u primarnom obliku, to znači tako, da bude 


(1) a+bi=1, (2-+-2:), 
to se dade uvijek u tijelu k (g) odrediti primaran broj 
4 + ao + 4,0% —- ap? 
tako, da bude zadovoljena jednadžba 
adi = (4 + 4P -- 90* > 049%) (39 — 4,9 -- ,p* — 8,p?). 


Naznačuje li pak p racionalan prost broj od oblika p = 8k +5, 
to se p raspada u k(i) na dva različita prosta ideala prema 'je- 
dnadžbi | 

p= (a+bi) (a—bi), 


xs Fo X 
: moa kto 
ci s 
U 


(5) O ZAKONU REOIPROČNOSTI ZA OSTATKE OSMIH POTENCIJA ITD. O 


no ti prosti ideali (a --bt) i (a — 0%) ostaju u tijelu &(p) neras- 
tvoreni. Brojeve a -h- bi, a — bi uzimat ćemo uvijek u primarnom 
obliku. | 

Ako je napokon p racionalan prost broj od oblika p = 4k + 3, 
to nam ostaje p i u tijelu &(#) nerastvoren, no u tijelu se & (e) 
raspada na dva različita prosta ideala. 

Uzmimo ponajprije, da je p = 8n +3, to se dade p uvijek pri- 
kazati u obliku 


(2) p=a +2, 


gdjeno su a, b cijeli racionalni brojevi. Poradi toga je 
(2%) p = (a+HiV2) (a-biV2) = (a+-bp--p*) (a—bp —be?), 


gdjeno su (a --2p -h- 02%) i (a — bo — bp?) prosti ideali tijela &(p). 
Brojevi a, b moraju biti lihi, kako se lako razabira iz (2). Stoga 
nemaju brojevi a -h- bo —- bo?, a — bo — bp? primaran oblik, ali ga 
dobiju, ako se pomnože sa +e. 

Nadalje neka bude p = 84 3-1, to se dade p prikazati u obliku 


(3) p=a—2?, 
gdjeno su a, b cijeli racionalni brojevi. Poradi toga je 
(3%) p = (a+HV2) (a—bV 2) = (ad-bo—bp*) (a—dp-Hby#), 


gdjeno su (a -+- bo —b2?) i (a — bo+-Dp%) prosti ideali tijela k (o). 
Brojevi a +|-bp—bp%, a — bo -h- bo? nemaju primaran oblik, jer su 
a i b lihi brojevi, no dobiju ga, ako ih pomnožimo sa +e. 


8 3. 


Pomoćne formule iz teorije dijeljenja kruga. 


Kakogod se s pomoću relacija, što ih daje teorija dijeljenja kruga, 
dade dokazati bikvadratni zakon recipročnosti u tijelu imaginarnih 
brojeva (4), tako će nam ista teorija dijeljenja kruga poslužiti 
svojim resultatima, da izvedemo zakon recipročnosti, koji postoji 
među racionalnim i kompleksnim brojem tijela &(g) osmih kružnih 
jedinica. 
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Označimo sa p racionalan prost broj, a sa g primitivan korijen 
kongruencije za broj p. Stavimo nadalje 


rt 


r=e?. 


Ako se dade p—I1 rastaviti u dva faktora e, f tako, da bude 
»—1 zu ef , 


neka nam predočuje « primitivnu kružnu jedinicu e-toga stepena. 
Uvedemo li tada oznake 


| pa pol ,. 
(1) (aŽ, =a dihr,ah = s hina 8,5 
| h=0 s=1 
_2 
(2) db, (2) 5 y zindt—aHHljind(t+1), 
t=1 


gdjeno je A pozitivan cio racionalan broj, to valjaju snošaji: 


A 
(8 ho = ao 
(4) (24, 1) (274,0) = (—Dfp, 
(5) ar =, 4040)... b_1(2), 
Q=12...,e—2); 
(6) (1 = GD»)... be o(2).! 


Uzmemo li sada, da je 


p=1, (4), 
to možemo za f staviti 


e Bed 
če 4 
tako, da nam u tom slučaju * predočuje primitivni četvrti korij 


jedinice + #. Stavimo li za x u gornje jednadžbe i, dobit ćemo 


1 H. Weber: Lehrbuch der Algebra II. Bd. S 177. 


Po o EN PO NZ 
3 
; ' ' 


(7) O ZAKONU kanoškodn ZA OSTATKE OSMIH POTENCIJA ITD. 1 
| (7) | (i, r) _PS x gžh,gh — PS *limdaga 
' h==0 s=1 
(8) db, “\ = x KS jina t—(1-H1) ind ć+Đ, 
i=1 
1 BD G,9) 
(9) | b,(5) ža AH, x) , 
p-1,0 
(10) da )=(G-)* p, 
di =(#, 0) 4 LO... bid) 
\=1,2); 
P—i 
4 joda ga 
(11) (rt =(—-) vadi). 


Iz tih se formula dobiva za p rastvor! 
(12) = 4G)b(—9), 


gdjeno su 4,(4), Y,(—i) dva medu sobom različita pa broja tijela 
k(+). Stavimo li 


(13) kO =m+ni, 
to je prema tomu 
(14) p = (m+-ni) (m—ni), 


a jednadžba (11) dobiva ovaj. oblik 
e 


(19) 6») = (I * pim+ni)?. 


Broj m--nt nije primaran broj, kao što pokazuje teorija dijeljenja 
kruga, nego da postane primaran, valja ga pomnožiti sa —1 tako, 
da je 


1 P. Bachmann: Die Lebre von der Kreisteilung und ihre Bezie- 
hungen zur Zahlentheorie. Dreizebnte Vorlesung. Str. 168. 


8 | S. BOHNIČEK, | (8) 
(16) —(m--n)=1, (2-2). 


Tim ćemo se poslije poslužiti. 
Uzmimo nadalje, da je 


p=1, (8), 


to možemo za f staviti 
NN 
BP 8 


tako, da nam u jednadžbama (1) do (6) predočuje primitivan 
osmi korijen jedinice. 
Jednadžbe (4), (6) dobivaju u tom slučaju ovaj oblik: 


v—1, 
to) 
(17) Gb neć) = >) op, 
A =:1.2.44450); 


pi 


(18) (2, 1) =(—l) * pLG)h(a).. .4(0). 


Među veličinama “, (2) postoje snošaji 


pi 
hl) = (") 40), 
=. 
(19) 4(%) = = (—1) aji (a), 
»-1 
8 


Lile) = (—D) 4%(0. 


O tom se lako uvjerimo s pomoću jednadži (3). 
Stoga možemo (18) napisati također ovako: 


(20) (2, 1)* = pih*(2) Y*(2) 4? (0). 
No budući da je 


(21) 4% (2) % (2) = 4 (2) 4 (2), 


ki "s. m 
d sI £ t 

2 t 
. aa . 
a 
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dade se jednadžba (20) prikazati u jednostavnom obliku 
(22) (4 1)* = ph“) (27). 


Osim relacija, što smo ih dosad naveli za veličine (4), istaknuo 
bih ovdje još neke, kojima se kanim poslije poslužiti. 
Ponajprije se možemo lako uvjeriti, da je 


(23) LE) UG) =p 
gsE=1;2 aag oh 
Treba samo prema jednadžbi (3) staviti 


a/8, r)(*%, 7) 


š ( 
VW () = (EH 9) 


Lj 


—/8 -.8 
==8\ (a , r) (a , 7) 
V,(a ) = (a—G+1)s r) 
pak se poslužiti jednadžbom (17). 
Napokon se neposredno razabira na temelju jednadžbe (9), da je 
(24) Vg(e) = 4 (20), 
(24%) 4%) = 4 (—9. 


Ispravnost prve od tih jednadžbi vidi se već prvim pogledom na 
(9). Nadalje je prema (9) 


Ya (4) s. (2217) (2,17). (2,10) (25,7) __(e, 1) (7, 7) = 
Qg (—“) (a?, r) (a', r) (2, 7) (a5, r) 


| p—1 

zd DOE 

m p=ih o 
(—1)  p 


a tim je dokazana i jednadžba (24%). 
Dalje točnije određivanje veličina V,(x) ostavljamo za slijedeći 
paragraf. 


10 8. BOHNIČEK, (10) 


4 
O brojevima 4, (2). 


Prosti se brojevi p od oblika » = 8k -- 1 raspadaju, kako je razvi- 
jeno u 8 1., u tijelu &(4) na dva među sobom različita prosta ideala, 
a svaki se od tih ideala raspada u tijelu &(9) opet na dva razli- 
čita prosta ideala tako, da je p u tijelu &(g) jednak produktu četi- 
riju između sebe različnih prostih ideala. Ako označimo jedan od 
tih prostih ideala sa p, to valja jednadžba 


(1) p=p.sp.sp. ssh. na 


Iz jednadžbe (22) predašnjega paragrafa razabiramo, da je svaki 
između brojeva W, (2) jednak produktu dvaju između ideala 
b, Sp, S'p, ss'p. Prva nam je zadaća, da odredimo, koja su dva od 
tih prostih ideala sadržana u broju U, (25). 

Iz jednadžbe (21) pređašnjega paragrafa vidimo, da je (e, 1)? 
cio broj tijela &(p), koji osim prostih ideala p, Sp, S'p, ss'v nika- 
kovih drugih prostih faktora nema. Da odredimo, u kojoj je po- 
tenciji pojedini između ideala p, sp, s'p, ss'p sadržan kao faktor u 
broju (2, 7)%, uzet ćemo, da je q onaj između ideala y, sp, s'p, ss'p, 
koji je sadržan u (g, 1)? u najnižoj potenciji. Uvedemo li pokratu 


(2) b=(?1 V=eo, 
moći ćemo prikazati o u obliku 


(8) o\= (1)? = qr 48+-8,8'1-0,88(. 


gdjeno su eksponenti 4, 4, dy, G,_ pozitivni cijeli racionalni bro- 
jevi. Valja nam odrediti te eksponente. Da to polučimo, obazret 
ćemo se na to, da su 


8 
m , sA 
brojevi tijela (0). Stavimo li 
(5 ; 
Q5 = u, (#5 () = V, 


pre DE: 43 ZE 
* LJ . 
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gdjeno nam u, v predočuju cijele brojeve tijela (2), dobit ćemo, 
da je 


0-9 = 1.3, oštH — y8, 


Uvedimo sada za & vrijednost prema jednadžbi (3), pak će nam 
izići snošaji 


(4) q(5—9) (4,+4,3-H0,8'-H4,88') _ u5, 
(4*) at 1)(4,-Ha4,81+4,8'++H4,88') — Vb, 
Izvede li se dakle u izrazima 
(s—5) (40 +-4,5+-4,8' +4,58'), 
(S' +1) (8 +48-+0,8'--4,88') 


množidba pa stavi li se 


moraju biti poradi (4), (4*) koeficijenti nepoznanica 8, S' svi po 
redu djeljivi sa 8. Tako dobivamo kongruencije 
&%—Ba,=0, ara, 20, 
(5) (8). 
d4—954,=20, a,-H-a, =0, 


No brojevi 4, 4,, 4, a; ne prekoračuju broja 8, kako se vidi iz 
jednadžbe (21) pređašnjega paragrafa. Stoga mora biti 


4+84 =8, a+4 = 8, 


a budući da smo uzeli, da je 4, najmanji između brojeva 44, 4,, 43, G4, 
izvodimo iz kongruencija (5), da mora biti 


eW=1,4%4=1,4=3,d4 =0, 


pak je stoga 
je q1+55+15'+388' 


Isporedimo li to sa jednadžbom (21) pređašnjega paragrafa, iz- 
vest ćemo lako ove relacije 


12 S. BOHNIČEK, 
kO) = sa. 589, 
bh (e) = sq. sq. 


Ako stavimo 8'q == py, dobit ćemo 


(6) o = p.ssp5.8p.8p, 
(7) 4) =9.99, 
(8) bg) =».ssp. 


Poradi jednadžbe (21) u pređašnjem paragrafu moraju i brojevi 
Yo (e), Y (E) biti djeljivi sa p. Obazremo li se sada još na jednadžbe 
(24), (24%) S 3., uvjerit ćemo se smjesta, da je 


(9) Wa (p) =v».s, 
(10) | hE) = p. ss'p. 


Prema tomu su kvocijenti 


“a (4) dy (£) 
Ye(p) *  Y(P) 


jednaki jedinicama tijela (0), a ove nam valja još odrediti. 

Već smo prije spomenuli, da je —Y, (2) == m + ne ili, što je isto, 
budući da je p—1 djeljivo sa 8, —Y, (i) == m -b-ni primaran broj, 
pak da se dade uvijek naći primaran broj s == a-h-bp-h-cp?2- dp? 
u tijelu (9) tako, da bude 


(11) —4Q%) =m-l+n=r=. sm 


Prema tomu ćemo, ako se osvrnemo na jednadžbu (10), moći 
za Y, (2) napisati jednadžbu 


(12) 4) = ngT.sT, 
gdje nam n(p) označuje jedinicu u &(9). Pri tom smo dei da je 
p= (1). 
Ako sada uvrstimo u (12) mjesto 2 vrijednost p*?, dobit ćemo 


(18) %(p%) = n(2") m. 8ST, 


pre s RK 


(13) — o zakonu REGIPROČNOSTI ZA OSTATKE OSMIH POTENCIJA ITD. 13 
Iz jednadžbi (12), (13) izlazi napokon poradi (24) S 3. 


bp) _ nE) _ 
2 LE) S ra) TU 


Prema (2) S 1. možemo n(e) prikazati u obliku 
n(p) = ,"(1+V2)". 
Stoga mora biti prema (14) 
1+V2)" = gm(a—V2)". 


Pomnožimo li tu obje strane jednadžbe sa £9%7(1-V'2)", dobit 
ćemo 


Pm a+V2)%" = (1), 


no to je očito samo moguće, ako je n=0, a tada mora biti m 
djeljiv sa 4 tako, te napokon izlazi, da je 


ue) = +1. 
Jednadžba (12) ima dakle ovaj oblik 
(15) LP) = + 7.88 m. 


Sada treba još istražiti, koja je od oznaka + prava. 
Za tu ćemo svrhu napisati Y,(?) prema (2) & 3. ovako 


2 
(16) b, (g) mii pindt+4ind(t+1) 
i==1 
ili, ako stavimo 
hk = mdt, k = ind (t--1), 
još jednostavnije u obliku 
UP LE) = pr, 


a u tom zbroju mora A da prođe sve vrijednosti od 0 do p—2 , 


izuzevši vrijednost P , koja bi odgovarala broju t==p—1, ko- 


2 
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jega u jednadžbi (16) nema; % pak treba svaki put odrediti tako, 
da bude 


g=1+g', (P). 


Stavimo li sada 
4) = > pra =4%+aP-h+-a,p?-Ha,p5 , 


to ćemo dobiti broj 4, ako u zbroju Ž protegnemo 2 samo na 
one brojeve, koji su djeljivi sa 4, tako da možemo napisati 


(18) 4% =2 (—1)*-+E, 


gdjeno valja \' da prođe sve vrijednosti od 0 do P 2 izuzevši 


vrijednost f = » a k treba svaki put odrediti tako, da bude 


(19) o g*=1-Hg", (0). 
Osim broja )'==0 dadu se ostali brojevi \', koji dolaze u gor- 


njem zbroju, spariti tako, da se svaki par sastoji iz brojeva 


(20) JD 2 i 


((=128...,23>) 


Ako nam & i X' nadaju dva broja, koji pripadaju k paru (20), 
valja relacija 


got E (1+g*) (19) = g VAHg)?, (DP); 


dakle je g*+* kongruentno kvadratu cijeloga broja s obzirom na 
modul p ili, što isto znači, &+-X' jest tak broj. Za \ =0 dobi- 
vamo-iz (19), da je 


g*=2, (»), 


te mora & biti djeljiv sa 2, budući da je p=1, (8). Član zbroja 
(18), koji potječe od eksponenta \' =0, ima dakle vrijednost (1. 
Po dva pak člana toga zbroja, koji pripadaju k paru (20), imaju 
uvijek istu vrijednost, tako da možemo (18) napisati ovako: 


daš slike. 5-3 E 
a 
DJ 
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dy = 1+22 (—1)*T*, 


gdjeno sada 2' valja protegnuti samo na brojeve od 0 do . : 


Označimo li pak sa A broj, koji nam nadaje, koliko je puta 2'-h-% 
lih broj, dobit ćemo iz zadnje jednadžbe ovu: 


=1+2. 22 _a. 


Ta se jednadžba dade napisati u obliku kongruencije ovako: 


PZ | 
(21) %=——D , (0 


Izvede li se sada množidba na desnoj strani penacan (15), 
naći ćemo za 4, jednadžbu 


4 = + (a?—b?+e2— ad). 
Budući da su brojevi b, c, d taki, a a lih, mora biti 
a?—b?+e?—di=1, (4). 
Stoga je s obzirom na (21) 


poi 
= — 61) (a'—b+o—a), 
a jednadžba (15) dobiva tim konačni oblik 


pi 
(22) W(g) = — (—1) Z T. 88. 
Nadalje ću pokazati, da je 
(23) > be) = + 4(0. 
(23%) L(2) = + 4, (4). 


S obzirom na (9) mora biti 
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be) = (g) T.sT, 
gdjeno je n(g) jedinica u &(p). 
No budući da je 


LG) = 7.87, 
izlazi relacija 


(24) od = vo, 
a iz nje izvodimo dalje ovu: 
e) LEE = 10. 


Pomnožimo li te dvije jednadžbe (24) i (25), dobit ćemo 


Wa (P) 42(p") e : 
Liu o Oe; 


a s obzirom na (23) S 3. 


"(e) 1) = 1. 
Stavimo li opet 


ne) = ,"(1+V2)", 


izići će nam 
ne) n() = (1I+V2)%" =1, 
a to je samo moguće, ako je n ==0. Dakle je 
ne) = p". 


Uvedemo li sada u (24) za p vrijednost p%, dobit ćemo 


(2 6) ae == n(P 5) , 


a (24) i (26) daje 


51 LOLE = ng)r(o) = pm. 


(16) 
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No budući da je 


(2:7) (1) (g"7) (£%7) 
' 3 ABANE ) ) — o», 
Ya (2) 4 (g ) (p5, 7) -(p, r) 
to je lijeva strana jednadžbe (27) jednaka 1. Stoga mora biti m 
djeljiv sa 2. Imamo dakle relaciju 


LE) = # 4(1). 


Treba dakle još pokazati, da s mora biti tak broj. Stavimo li 
za %,(4) vrijednost m -H- s, to znamo, da je m lih broj, a n da je 
djeljiv sa 4. Kada bi s u jednadžbi 


bQ) = #(m-b-ni) 


bio lih broj, morao bi biti realni dio broja (e) djeljiv sa 4. Isto 
vrijedi naravno poradi jednadžbe (23%) i za realni dio veličine 
Y,;(p). No pokazat ćemo, da je rečeni realni dio lih, a tim će biti 
dokazano, da je 8 tak broj. 


Po definiciji je 
2 
4) = X pindtHžind(-H1), 
t==1 
Stavit ćemo 
(28) kg) =Xxpti 
tako, da bude 
\=:dt, k = ind(t-H1); 
onda mora 2 da prođe sve cijele brojeve od 0 do p—ž2 izuzevši 


: , a k treba svaki put odrediti kongruencijom 


2 


gr=1l+g, (p). 


U zbroju jednadžbe (28) ukidaju ge članovi, koji potječu od 
lihih brojeva 2, tako da možemo napisati, da je 


(28%) LP) = a-b-bi = X PT, 
R. J. A. 165. 2 
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gdje treba \' da prođe sve cijele brojeve od O do — izuzevši 


broj Z I » a & valja odrediti prema kongruenciji 


gt=l+g%, (p). 


Osim broja X' dadu se svi ostali brojevi \ spariti tako, da se 
svaki par sastoji od brojeva 


(29) ", S ki 


, —5 
(2 =12...,548) 


Ako sa &, k' označimo brojeve, koji pripadaju k paru (29), to je 
PE = (149% )(1—g_Ž) = g (19%). (9), 


a to znači: gt" je kongruentno kvadratu cijela broja s obzirom 
na p ili, što je isto, k&-H-X' je tak broj. Za X) nalazimo kao i prije, 
da k, koji mu odgovara, mora biti tak broj, jer je p od oblika 
p=8k +1. Stoga je član, koji potječe od broja ) =0 u zbroju 
(28%), jednak +1. 

. Članovi, koji potječu od para (29), imaju oblik 


TE 7 ' 
te je uvijek 

Pak 

% = i die 


Zbroj je takovih članova djeljiv sa 2. 
Stoga je 
%(P) =a+bi=1, (2), 


a tim je željeni dokaz izveden ; s je tak broj. 
Jednadžbe su (23), (23%) ispravne. 
Poradi (21) & 3. postoji snošaj 


sian : 
' | 
i 
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(E) Ye) 
(9) Yi) (9)! 
a iz njega izvodimo, da je poradi (23) i (19) 8 3. 


wo) = + 4 (2). 
Ye (P) = + 4% (). 
Još nam valja odrediti, koja je od oznaka + u pojedinom slu- 


čaju prava. Za tu ću svrhu promatrati veličinu Y (2). 
Po definiciji je 


-2 i 
(81) kg) = 2 prdtinda, 
t==1 


Obazremo li se na jednadžbu (24) & 3. i na prvi od snošaja 
(19) istoga paragrafa, vidjet ćemo, da je 


(32) Ve (2) = 4 (2%). 


Stavimo li 
(0) = a+bp--ep*+-dp*, 
to mora poradi (32) da bude 
a-|-bp-+-e*-+-do* = a-f-b9*—cp?-1-dp, 
a odatle izvodimo, da je 
(33) b = 4, 6=0 


Označimo sada sa A, broj, koji nam nadaje, koliko je puta u 
zbroju (31) eksponent | 


indt-+-ind(t--1) =5, (8), 
gs=0 124) 0) 


Tada je poradi (33) 
(34) A;=ćA,. 


Sjetimo se sada, da je 


E 
i 
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p—2. : 
(35) 4) = * jindt+ind(t+1). 
t=1 


Svakomu članu zbroja (31) odgovara po jedan član zbroja (35). 
Ako je | 
mdt--wmd(t+-1) =0, (4), 


to je član, koji odgovara u (35), jednak --1, ako li je 
imdt-Hind(t--1)=2, (4), 


to je član, koji odgovara u (35), jednak — 1. U svakom je drugom 
slučaju član, koji odgovara, + 4. Stoga je 


M+A—A—A=2—1, (4) 


ili poradi (34) | 


(36) A+A,—2A,2—1 (4). 
Obazremo li se sada na to, da je 
(87) indt+ind(t-k1) zind(p—t—1) +ind(p—t), (8), 
budući da je | 
ind(p—t-1)-bind(p—t) = ind[—(t-+-1)]-+ind(—9) 
= Žind (D1) +indt-bind(t--1) 
2.7 +indt-+bind(+1), (8), 


a po pretpostavci je p—1 djeljivo sa 8, moći ćemo članove zbroja 
(31) spariti sve osim jednoga, koji odgovara eksponentu 


(38) ind p Kr duda 


Svakomu članu s eksponentom ind t-h-ind(t-+- 1) odgovara kao 
par član s eksponentom ind(p—t—1)--ind(p—t). Članovi sv 
koga para imaju poradi (37) istu vrijednost. Budući pak da 
realna čest broja Y% (£) # obzirom na (23%) liha, mora biti 


(39) ind Po. kind P2520, (4). 


pe jja 
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Iz toga onda izvodimo, da je A, tak broj. Stoga možemo je- 
dnadžbu (36) napisati ovako : 


A+A=—1, (4). 


Pribrojimo li s obje strane te kongruencije — ŽA,, dobit ćemo : 


A—A=—1—24,, (4). 


Ag — A, nadaje realnu čest veličine 4 (g). Vidimo dakle, da je 
realna čest broja W, () kongruentna —1 s obzirom na modul 4, 
ako je A, tak broj, a kongruentna --1 s obzirom na 4, ako je 
A, lih broj. No A, bit će onda i samo onda poradi (37) tak, ako je 


(40) nd 27. +ind 22h 20, (8, 
a onda i samo onda lih, ako je 
(41) ga 2. E. a , (8). 


Da u pojedinom slučaju odredimo, da li je realna čest broja 
Y% (p) kongruentna -H1 ili — 1 s obzirom na modul 4, valjat će 
samo istražiti, da li postoji kongruencija (41) ili (40). 

Kako je 


= = md (»—D) =inđ 2 -b- ind a (pP—1), 


a p—1 je djeljivo sa 8, mora biti 


(42) nd £ 
a budući da je | 
0: ind(p-HD)=ind2--md PI, (p—1), 


mora opet biti 


(43) ind = —md2, (8). 


. >% 
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Kongruencije (42) i (43) daju snošaj 


ind PS + ind PE) = 2ind24++27), (8). 


Stavimo li za čas ind PI 2+ ind PI =e, to će biti, ako 
je md2 =0, (4), a 
p=1, (16), e=0 (8), 
ako li je 
p=9, (16), e=4 (8); 
nadalje, ako je md2=2, (4), a 
»=1, (19, e=4, (8), 
ako li je 
p=9, (16), e=0, (8). 


Razumijemo li sada pod (5 broj +1, ako je 2 kongru: 


entan bikvadratu racionalna broja, a broj —1, ako je 2 kongru- 
entan kvadratu racionalna broja, ali ne više bikvadratu takova 
broja, s obzirom na modu! p, moći ćemo dobivene resultate sabrati 
u jedno i napisati, da je 


D 


e:0, (8), skoje (- DS (5) +1 


9-1 
e:4, (8), akoje (—1) 5 ((2)) mi 


U prvom je slučaju prema onome, što je gore rečeno, realna 
čest broja % () kongruentna —1, a u drugom kongruentna -h-1 
s obzirom na modul 4. Ako nam dakle z ima ono isto značenje. 
što ga imađaše u jednadžbi (11), valja relacija 


p—1 


4 = — 05 (2) == 


E e disbig šE ii ij 
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_ 


Obazremo li se sada još na jednadžbe (11), (22), (30) i na rela- 
cije (19) pređašnjega paragrafa, sastavit ćemo dobivene resultate 
konačno ovako: 

Ako je nx =a-+bop+eo*--do* primaran prost broj tijela k (0) 
sadršan kao faktor u brojevima U, (4), Vb, (e), to valjaju jednadžbe 


=a ((2)em—ho=-97 (2))m 


»-1 


(44) —4=nsst7, —h(O=(GI) 5 2st, 


—4 (2) = (7) — Ub 0=0% ((2)) T.SS!T. 


Prema tomu možemo jednadžbu (22) S 3. napisati također ovako : 


(45) (p, 7) == 7.85. 87. 88'75. 


89. 


Zakon recipročnosti među racionalnim i kompleks 
nim brojem. 


Poznato je iz teorije dijeljenja kruga, ako je —%,(9) =m-- ni, 
da se primitivni korijen kongruencije g s obzirom na modul p 
uvijek dade tako odrediti, da bude | 


poi 
(1) m-+ng * =0, (Pp). 
No budući da je 
m--mni = 0 (m--n), 
izlazi odatle, da je 
(2) g* zi, (m--ni). 


Pokazat ćemo, da se g može tako odrediti, da ne zadovoljava 
samo tu kongruenciju, nego i ovu 
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p—1 
(3) g 22, (m), 


gdje nam T ima isto značenje kao u pređašnjem paragrafu. 
Prije smo bili stavili 
m+ni=m. sn = (a+-bp-|-c9?1-dp") (a—bo-|-c9?—dp*); 
dakle je | | 
4) m+m = (a*—c?*-+-2bd) — (0*—d*—2ac)1. 
Lako se sada uvjerimo, ako se nbazremo na (1) i (4), da je 


valjana kongruencija 


-1 4.) p—1 


»—! _ p-1 p—l\ »—1 
(5) lako i t (nar ć)o% S lfekog i — (Hat) # |=0, (9 
treba se. pri tom samo sjetiti, da je 


PI 
| g* =—1, (Ph 
Iz (5) izlazi, da je ili prvi faktor s lijeve strane ili drugi djeljiv 
sa p. Pokazat ću, da se može g uvijek tako odrediti, da bude 


p—1 pP—-i1 »>—i 


O okot +(o+dgf Ja 5 =0, (v) 
Kada ta kongruencija ne bi bila ispravna, morala bi valjati ova: 


»—1 o p—! »—i 


7) a+beg £ — (č+d9 4 )o 5 0, (p). 


Primitivni se korijeni kongruencije za modul » dijele na dvije 


vrste: na takove, koji su kongruentni g*"+li 


kongruentni gtnt3 s obzirom na modul p.! Primitivni se korijeni 


Y prve vrste raspadaju opet na takove, koji su kongruenini 


i na takove, koji su 


1 P. Bachmann 1. e. str. 134. 


I 
< Lie aka 
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g5 


modul p. U istinu, ako g“ treba da bude primitivan korijen kon- 
gruencije, nužno je, a i dovoljno, da je A prost broj prema »—1. 


k+1, i na takove, koji su kongruentni g?*+5% s obzirom na 


Neka sada bude g“ primitivan korijen kongruencije broja p, a 2 
od oblika 4n-H1. Odredimo pozitivni racionalni cijeli broj s tako, 
da bude | 


—1 
ž = 4, (8), 


Pili, 
tada je sigurno i g Ž 
Ee -- 2 prosto prema p—1. Ako je1zi, (8), 


to je i +2=5, (8) i obrnuto. 


primitivan korijen  Kkongruencije za 


broj », jer je 


Kad bi dakle valjala kongruencija (7), uveli bismo u tu 
kongruenciju mjesto primitivnoga korijena g primitivni korijen 
yo = g5k+5. No budući da je 


»-1 5.21 p—-1_ pi »—1 
8 


pe g = g? .g% =—g%, (0, 
Po Sei zale. #2 
ro g sg e g 


prešle bi kongruencije (1), (7) tada u ove: 


p—1 pP—i1 p»>i 


o+rert +(0+dr* )y 5 20, (p). 


Stoga možemo uzeti, da je g već tako određen, da budu valjane 
kongruencije (1) i (6). Tada valja također (2), pak se može (6) i 
ovako napisati: 


p—1 


a+ci-H(b-+đi)g % =0, (m). 
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No budući da je 
a+ci+(Q-+di)p=20, (1), 


izlazi iz te dvije kongruencije (3), kako smo prije ustvrdili. 
Uvest ćemo pokratu 


| im 
(8) S = (1) = 5 ov 
8==0 


&=12...,7. 


S pomoću (3) možemo S; i ovako napisati: 
p—2 : p-1 i 

O &a= nE3 =x(=)7 
80 i=1 


gdje pod kz razumijevamo Legendre'ov simbol za ostatke 


osmih potencija u tijelu osmih kružnih jedinica. 
Ako stavimo pokraćeno 


p—i1 
2 m \ ns Pan 
k se Te , 
i==1 


U 1 \-k 
(10) S =|(+) & 


Tom ćemo se formulom češće poslužiti. 


“to je 


Iza tih priprema prelazimo sada k dokazu zakona recipročnosti. 


U buduće ćemo razumijevati pod P,, P,'; P33 P5'3 Ps D6'3 Par 
pozitivne racionalne proste brojeve, za koje valjaju kongruencije 


M=il, p'=1, (8) 
D;=83, D'=38, (8) 
D; 29, D,'=05, (8) 
B=1, p'=1, (8) 
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Ako je m, =(m--n)(m—n), gdje je m-h-ni uzeto u primar- 
nom obliku, neka bude 7, primaran prost broj tijela &(), koji je 
sadržaa u m +nw=—4L() i u 4%(p); slično =,'. Nadalje 
ćemo staviti »; == 7, . S'74, Psi = T'.8'1,;' tako, da budu 7, 7;' 
primarni brojevi. Isto tako neka budu napokon u jednadžbama 
—DE=T, ST) — Dl =Tg'.S0 3 —D=T,.S0, —Dr=T/'.8m" 
brojevi Tg, Tg'; Ta, T;' primarni, kako je to razvijeno u S 2. | 

I. slučaj. Zakon recipročnosti među racionalnim prostim bro- 
jem i kompleksnim prostim brojem 7. 

Neka bude 7 primitivan p,-ti korijen jedinice, a g primitivan 
korijen kongruencije za broj p», određen prema kongruenciji 


Stavimo tada 


=) %(£)* SE s 


.. LJ2 m4 250). 


1) Da nađemo gornji zakon recipročnosti, ako je racionalni 
prosti broj od oblika p,', dići ćemo S, na p,'-tu potenciju te ćemo: 
se obazreti na jednadžbu (10). Tako ćemo dobiti kongruenciju 


»—1 »—!| : | 

Di _ NAVEO NYPD (PD ; 
Sore SJ (2)s 00 
i==1 i=1 


Iz nje izlazi dalje, da je 


D—d . : 
(5 a3 5=0, (M) 


ili, budući da je S, prosto prema y,'. 


Tu kongruenciju možemo također ovako napisati: 
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(s) 5+ (22), 0 


Obazremo li se sada na jednadžbu (49) S 4., moći ćemo staviti 


S" =», di 4(0")4, (—4) = 7.57, 5. 870] 7. 88 73. 


Prema tomu daje nam zadnja kongruencija snošaj 


(+)(2) (+) (1) =(8) 
(50): (7) (s) 


izlazi konačno traženi zakon recipročnosti u obliku 
T D'. 
ll (| = , 


2) Ako je nadalje racionalni prosti broj od oblika p,, dići ćemo 
Ss na p;, pak ćemo dobiti 


»—1 4 3 A p—1 nom 
): ; 
ĐD; č E ) ps Ps : DE pp : (Z)s, (od 
is; 1 "= 
i==1 i==1l 


Pomnožimo li sada obje strane te kongruencije sa 5,5, izići će 
nam relacija 


D:+3 ž 
(12) 5 = [a 53 59,, (Ps). 


u s' z3 


kr 


S pomoću jednadžbe (5) $S 3. možemo napisati 


54% = (0%, 1)" = (2, 7) 4,(2%) 42(£5) 
= S, (0) Va(25). 
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Iz (44) S 4. izvodimo, da je 
pi 9 | 
— U(p") = (—1) 8 ((2)) ST +88 7. 
Stoga je 
p—1 


S = (—1) S, 8'7,.58'T,.| 


Uvrstimo li to u desnu stranu kongruencije (12), to će nam, 
n—1 
budući da je 8,8, =(—1) * p,, izići 


E 
o(s LE BE ST .88'm,?, (4). 


No kako je 


BJE m6 amis m", 


moći ćemo zadnjoj kongruenciji podati ovaj oblik: 


bi 


(13) (mmm 3 ss'm ji (2), 12.8TE 8" 70) SST 2, (Py). 


Budući pak da je 


=D - = E 
"= ES, 88* msn, (Ps), 


možemo (13) napisati i ovako: 


Za 
D+5.,_ 3+) 8 mo Be ,_ 2p.+3 
Te . 88 To, 68 T, ) (P:)- 


D+? 20; +3 


Podijelimo li obje strane te kongruencije sa 7, . SST 


dobit ćemo dalje, da je 


p—l n.. id), 
Ban ću :), (m4), 


30 8. BOHNIČEK, (30) 


a prema tome jednadžbu 


(2) (2) -(2) 
Obazremo li se sada još na to, da je 
SST\3_( m 
T%s o \ss'n, J? 
pak da je 74 .88'1, == p,, izići će nam napokon snošaj 
8) - (8) 
Ds mI 


3) Sada neka bude racionalni prosti broj od oblika »,. Dignemo 
li S, na p,-tu potenciju, dobit ćemo 


| 


D, : 

De X \2503 DA 

S, *9(+) , (2) 8, (0). 
i=1 


Pomnožimo li obje strane te kongruencije sa 8., izvest ćemo 
relaciju 


D,-+5 I 
(14) 5 = cs S 9,9 (Ps). 


Iz jednadžbe (5) S 3. izvodimo, da je 


S = (5, 7)5 = (2, 7) 4 (5) Ya(25) 9; (7) 4 (25). 


 Obazremo li se pak na (21) S 3. i na relacije (44) S 4., moći 
ćemo tu jednadžbu svesti na oblik 


8" = ((2)) 8,4, (i) %E9). 


Uvedemo li napokon za (+) i 4(p5) vrijednosti prema (44) 
S 4., izvest ćemo 


DiE: S, Sna. 


(31) o ZAKONU RECIPROČNOSTI ZA OSTATKE OSMIH POTENCIJA ITD. 31 


Uvrstimo to sad u desnu stranu kongruencije (14). Izići će 


(S ii 5" (2 : ) DTI ST 68 TE 8, (0) 


ili dalje | 
D:+9 pn—i 


(15) (" “ST 91.0, ) Voz (—1) g (Zeta ZLAKA NE) 
4 1 . h 


No budući da je 


ma = 88'Tr, 3 8! =, (D:), 
moći ćemo (15) i ovako napisati: | 
BH, TPa-H5\ Ma-+5 nH 5p-H4 
(= osmi li a (Z)u SmO, (0) | 


Razdijelimo li sada obje strane te kongruencije sa 
D+2 ; 90; +4 
ua . S'T, : 


dobit ćemo 


D;*—1 1(Ps*—1) pn—1 p 
m 8 .Sm 8 = (—1) 8 (2), (T;) 


ili dalje 


, KJE RE eTA GS MA 5 = 
is 2 JIRADERKACAŠNI I . deda difiekerie cm. 


! D—1 
EE") 
a Te Te 
No kako je 
p—1 
ST a KJE 1 8 — —1 
>: Trg 84)? Ti 
A Ty .8'Tg = —p,, izlazi napokon jednostavna relacija 


(#)- (=) 


32 | | 8. BOHNIČEK, (32) 
4) Još ostaje, da uzmemo, da je racionalni prosti broj od 


oblika p,. 
Dignemo li S, na p,-tu potenciju, naći ćemo kao u pređašnjim 


slučajevima snošaj 
š : 
S E (2) 5, (M). 
1 


Pomnožimo li obje strane te kongruencije sa S,, dobit ćemo 


BH 
MEET OELIKO 
1 


ili dalje 


ui 


(s KE u (Z ) » , (P) 


Izrazimo li pak S,% i p s pomoću veličina Ty, ST,, ST, SST, 
izići će nam 


NB. n+1 m 
(16) (s 7.8 5. ST) .88' 7) ) 8 = ( Pa 
' 1 


, ' ' 
= ) Toy +70 8 Tog 88 Ty (1). 


Kako je 


Di _ la 
NOS STM, STO =88T,, (9), 


moći ćemo (16) napisati u obliku 


PH opad (—p\ BH BH, 
mI . ST, 8 = pu Ti . STU X (9%), 
1 
z s še : 1 1 
a ako obje strane te kongruencije razdijelimo sa Ta du ST T 


još jednostavnije ovaku: 


To se dade prikazati u obliku jednadžbe 


Fi) (88mm \3_(—P 
z: Ez Vzr J? 


(33) o ZAKONU RECIPROČNOSTI ZA OSTATKE OSMIH POTENCIJA ITD. 38 | 


a budući da je E ENI gova 


izlazi napokon 


E sm 
16% = m. na | 
i m | Co E 
I. slučaj. Zakon recipročnosti među racionalnim prostim bro- 
jem i kompleksnim prostim brojem 7. 


Ako se primitivni korijen kongruencije g za modul Đ gdrSli 
prema kongruenciji 


g 4 =1, (5), 


k Ds-H1 | 


izlazi iz te kongruencije, ako se ona digne na 2 


ciju, relacija 


dakle je 
< 
TO h 


S pomoću te jednadžbe možemo: zbroj Š ok napisati u obliku 


A2) NEKA 


i=1 


gdje nam sada r predočuje primitivan p,-ti korijen jedinice. 
Uzmimo, da je 
1) racionalni prosti broj od oblika p,. Dignemo li tada S, na 
Đ,-tu potenciju, dobit ćemo | 


D, 1 \8, 
_ pai DA _ P 
> E » ca ro ca Be, (P,). 


34 8. BOHNIČEK, (34) 
Odatle izvodimo dalje, da je 


gh = (2) (P,). 


TW 
Napišemo li tu kongruenciju u obliku 
| pi 
(17) (s)s :(2-), o), 
5 


i obazremo li se na to, da je 


* pe 2_ , : 
Bt = pa =m5.8T, 


izvest ćemo iz (17) kongruenciju 


( E Po y'= z (2) (m), 


a odavde jednadžbu 


LANELO VSTI 
TR mJo\m) 
No budući da je 8'%; = 88'75, možemo tu jednadžbu prikazati 
također u obliku | 


(2) (4) (2) €) =(6), 


U toj jednadžbi smijemo staviti 


Učinimo li to, dobit ćemo, da je 


(36) o ZAKONU RECIPROČNOSTI ZA OSTATKE OSMIH POTENCIJA ITD. 36 


o EE)(Q)-() 


Ako je sada 


to je 


(8) (6)=" =" =(2)(8) 


Stoga daje (18) novu jednadžbu 


(4)(2)()(22)-(4) 


a ova se dade prikazati u jednostavnom obliku 


2) Dignemo li & na p;'-tu potenciju, izići će snošaj 


p;:—1 : Đs— 1 g ad 
D Di“ 4 4“ 

KR nE ps = Nizi D (f 8, (0). 
i=1 i=1 

Poradi toga je 

D'—I '\3 
(19) “o (2) , (a9). 
5 


No budući da je 
(20) S =2»9.91% = m. 8891, 


izići će nam, ako (19) napišemo u obliku 


36 8. BOHNIČEK, | (36) 


' 0'— N38. 
(8+) 4 = iza , (PD), 


s obzirom na (20) 


p;'—1 \3 
(mmto)50 = (20). (po) 
5 


Dignemo li tu kongruenciju na Bes u" potenciju , dobit 


ćemo, ako se sjetimo, da je 


8) 
TR 


EI _ (95! ' 
(7.5 T&s ) 8 = pr , (m), 
5 


a to možemo napisati u obliku jednadžbe 


sS!r,\3 f 
o gE-e) 


Sada je 


te stoga izvodimo iz (21) jednostavnu relaciju 


()=(2) 


3) Dignimo sada 5% na p;-tu potenciju. Izići će 


p—1 


ZLE y EA = (2) S, (P,). 


s=1 


Ako tu kongruenciju pomnožimo sa 55, dobit ćemo 


(22) gt. (2) (8,8) 8,4 (Pa). 


(37) o ZAKONU RECIPROČNOSTI ZA OSTATKH OSMIH POTENCIJA ITD. 31 
Obazremo li se na to, da je 


S =—0h=—mn%.8, 


, tn 12.9 I. 8 


napisat ćemo (22) u obliku 
2 Boro — Ds 
20) (rm) Pia (ZB) mrva, (00) 


No postoji kongruencija 


La (0); 


ST, = T% 


stoga se dade (23) prikazati i u ovom obliku: 
6pH2\BH5  /—p\  4nH2 | 
(= ' ) 8 = (=) mo, (0) 


Razdijelimo li obje strane te kongruencije sa mpta izvest 
ćemo relaciju 


i a 


No budući da je 


(m6) 
Tea STg ) ? 


lako ćemo se uvjeriti o ispravnosti snošaja 


()=(2). 


4) Uzmnožimo sada S, sa p;. Kao i prije izvest ćemo relaciju 


38 S. BOHNIČKE, (38) 


»—1 
D, s \3 
= 9(2) P= (12) 5, (00. 
s=1 


Pomnožimo li obje strane te kongruencije sa S i sjetimo li se, 
da je 
5% = — BD, 


dobit ćemo kongruenciju 


(6 (BJ. oo 


Izrazimo sada S%* i py brojevima 7, s'r;. Tako ćemo dobiti 


20 (miss iki 2 (2) mm 
5 +9 7% = Te N55, (Dr). 


No budući da je 


ST = ia 3 (9), 


možemo (24) napisati također u obliku 


60,-H2\ PH u 1 
( AY ) 8 = poi po 3 (0). 


Te 
Razdijelimo li obje strane te kongruencije sa ms +1 > izvest 
ćemo, da je 
6p"—d) _ (—p 
m8 = (=), (7,) 
ili 


Odatle izlazi, kao pod točkom 3), da je 


(2)- (7) 


(89) o ZAKONU REOCIPROČNOSTI ZA OSTATKE OSMIH POTENCIJA ITD. 39 


II. slučaj. Zakon recipročnosti među racionalnim prostim 
brojem i kompleksnim prostim brojem od oblika 7. 
Ako nam g predočuje primitivan korijen kongruencije za broj 


D,, to je 


Đ—1 

g 2 = — 1: (p). 
Uzmnožimo li tu kongruenciju sa g zu dobit ćemo 

b—1 

g 8 =—1, (PM) 


ili dalje, da je 


(25) (2) =—1. 


Označimo li sa S, zbroj 
pP—2 
KA = Ne, 
s==0 


gdje nam r predočuje p;-ti korijen jedinice, dat će se taj zbroj S, 
s pomoću jednadžbe (25) napisati u obliku 


p—2 »—1 : 
= IV = E. 
s=9(£) 19 -%(:) A. 

8==0 i=1 

Ako je q kojigod racionalan prost broj, uvijek je 
3 q 
(26) 8: (4) S. (0 
8 


Tim ćemo se sada poslužiti. 
1) Neka bude g ponajprije od oblika p,, tada ćemo iz (26) lako 


izvesti relaciju 
D—1 
(s) 8 19! (m): 


40 N. S. BOHNIČEK, | | (40) 
Budući da je nadalje 
Bi =», 
zaključit ćemo, da je 


GRO 


ili još dalje, da je 


Tu jednadžbu možemo također ovako napisati: 


o EEE), 


Budući pak da je ss'r, ==", bit će 


m=)_(_7_\. | 
mos)" | 
80) _ (m) _ (mV 
m) olsm) o \snm ]? 


tako da možemo (27) prikazati u obliku 


o (BGE)EC2)-68) 


No kako je 


nadalje je 


to mora biti 


(41) o ZAKONU RECIPROČNOSTI ZA OSTATKE OSMIH POTENCIJA ITD. 41 


pak prema tomu daje (28) jednostavnu relaciju 


2) Stavimo nadalje u (26) za q prost broj py. Lako ćemo uvi- 


djeti, da je tada | 
p;—1 
(8+) 4 = (2), (2:), 


ili i dalje, da je 


pe)" (2), oo 


Uzmnožimo li tu kongruenciju sa Ps . izići će 
pa—a 
(pe j 8 = pe ) (74) 
(78 


ili napisano u obliku jednadžbe 


(&)-(8) 


To se dade napisati također ovako: 


29 ()'(2)- (6). 


a budući da je 


izlazi iz (29), da je 


(+) =(4) 


Obazremo li se sada još na to, da je 


42 8. BOHNIČEK, (42) 


(30) g e Ben (p,'). 


Budući pak da je 


izlazi iz (30), da je 


ili ako dignemo na 


mora da bude 


(43) O ZAKONU RECIPROČNOSTI ZA OSTATKE OSMIH POTENCIJA ITD. 43 


a prema tomu daje (31) konačno relaciju 


4) Još nam ostaje, da stavimo u (26) za q prost broj p,. Uči- 
nimo li to, izvest ćemo lako kongruenciju 


nH 
so = (22) 81 (20), 


Te 


kojoj možemo podijeliti oblik 
pl doz 
G NEE ka pi, (2). 
Tsg 


Stavimo sada 8,*= —p,, D; ==T4.8T,;, pak će nam izići 


nHo7— 
OKE z (=>) 78 .Sm8, (0), 


a budući da je 


izvodimo dalje, da yje 
ip HH \PrH_/—p:\_nH 
(70) (Ja, (o). 


Razdijelimo sada cijelu tu kongruenciju sa npr Tako će 
nam izići snošaj 


4(p*—1) BER 
mg 8 = (=), (7) 


2 


Budući pak da je 


ili 


44 m 8. BOHNIČEK, rr (44) 


daje (32) jednostavnu relaciju 


(8) = (e 

Đb; Ta ; 

IV. slučaj. Zakon recipročnosti među racionalnim prostim 
brojem i kompleksnim prostim brojem od oblika 7,. 


Ako nam g predočuje primitivan korijen kongruencije za p,, to 
je tada 


p—il 
g 2 =— 1 , (0). 
Uzmnožimo li tu kongruenciju sa = dobit ćemo 


DPr—1 
g 8 =+H1, (P;) 


ili u obliku jednadžbe 
(2) 2% 


uz 


Svaki je dakle racionalni cijeli broj u tijelu &(p) ostatak osme 
potencije s obzirom na modul <,. 
1) Prosti se broj p, dade uvijek prikazati u obliku 


= e PE ' ' 
D, i eonaao u e ST e 8 ivi . SS ure 


Stoga je 


(33) _ | TI ( s) nI TELA 4 
b Db, ST, ST, 
Te AV 


budući da je 


(45) o ZAKONU RECIPROČNOSTI ZA OSTATKE OSMIH POTENOIJA ITD. 


Prema (16%) mora biti 


Mu Va [Pe [Pule Pe mi. 
(Pm )A mp KLJUN 


Zato se može (33) prikazati u obliku 


Odatle izvodimo dalje, da je 
BE i e 
uz usi 

(34) . =a mjere kj=te) 

da. (m/s S'Tu 88'Ti 


No budući da je 


Tr, m, \1 _ /m\I 
snu) o (sm 18mm) o" 


izlazi iz (34) napokon 


2) Da dokažemo, da je 


2) (8) 
Te D;, ' 
treba samo pokazati, da je 59 =+1. 


Pak u istinu je 


4% 


4G 8. BOHNIČEK, | (46) 


3) Isto je tako 


+=(2)(6)-()()=(1)(8)=(8:) 


U istinu imamo ovaj snošaj: 


wo (2)-(8)621=(3)(BF-(8f18) 


mora biti 


a stoga je prema (35) 


A = +1, 
kako smo htjeli da dokažemo. 

Dobivene resultate u sva četiri slučaja možemo sastaviti u kratko 
u ovaj poučak: 

Ako je p (positivan ili negativan) primaran racionalan prost 
broj, a « kojigod primaran prost broj tijela k(p), uvijek je 


o (6 


(47) O ZAKONU RECIPROČNOSTI ZA OSTATKE OSMIH POTENCIJA ITD. 47 


Na temelju toga poučka pokazat ćemo odmah, da valja i ovaj 
općeniji poučak : 

Ako je a primaran racionalan broj, a x kojigod primaran broj 
tijela k(e), uvijek je 


a x 
9 (+)-(+) 
U istinu, broj se «a dade prema onome, što je razvito u S 1., 


prikazati u obliku 
=." (x), 


gdjeno jees=1-+-2—p*, k cio eksponent, a produkt se II pro- 
teže na same primarne proste brojeve x tijela &(p). Broj pak a 
možemo uvijek prikazati u obliku 


(38) a=1(»)1(—p,), 


gdje se prvi produkt proteže na brojeve p od oblika p = --1, (4), 
a drugi na brojeve p, od oblika p», = —1, (4). 
Lako se sada uvjerimo, da je za kojigod racionalan sok broj p 


Gle 


Treba se samo sjetiti, da je &e==€. Ako je tada p=1, (8), a 
p=Tm.sm.8'T.ss'T, to je 


€ gs \5/ a \T/ sz \3 
-(2)te NEK 
Uzmimo nadalje, da je p=5, (8), a p==7.s'n. Tada je 


(7)=(=hs3)=(=1(5) =(+131=+: 


48 Ka S. BOHNIČEK, | i (48) 


Ako li je pak »= 3, (8), a p==".s7, imamo snošaj 
e\_/e\/e\_(/< 88: \B  /£.s 52 \$ 
(Zete ksje kej P119) 


budući da je 


Ako je napokon »=1, (8), a p==.sr, valjat će jednadžba 


is ieie Kej» IRST 


No budući da je 


vidimo, da je 


Prema tomu možemo napisati, da je 


2 e 
(e) = 1142) 
gdjeno valja produkt protegnuti na sve proste brojeve x sadržane 


u broju «a. 


g Poradi (38) izvodimo dalje, da je 


% — (2)=TIGITIG) 
(s)-(fhla)=(=%) 


izlazi iz (39) doista, da je gornji poučak istinit. 


(49) o ZAKONU REOIPROČNOSTI ZA OSTATKE OSMIH POTENOIJA ITD. 49 


Inhaltsangabe. 


Im Vorstehenden wird eine genaue Zerlegung der Jacobischen 
Zahlen “ im Korper der achten Einheitswurzeln gegeben und auf 
Grund dessen mit Hilfe von Kreisteilungsrelationen das Reciproci- 
titsgesetz fiir achte Potenzreste zwischen einer ganzen rationalen 
und einer beliebigen ganzen Zahbl des Kčrpers der achten FEinheits- 
wurzeln abgeleitet. 


R. J. A. 165. 4 


0 transformacijama u ravnini Lobačevskoga. 


Predano u sjednici matematičko-prirodoslovnoga razreda Jugoslavenske 
akademije znanosti i umjetnosti dne 30. svibnja 1906. 


NAPISAO PRAVI ČLAN DR. VLADIMIR VARIĆAK. 


Nakan sam u ovoj radnji metodom Liejevom izvesti neke 
transformacije u ravnini Lobačevskoga. Da je proučavanje tih 
transformacija zamršenije negoli u Euklidovoj ravnini, razbira 
se već otuda, što na pr. translaciji duž Euklidove osi X odgova- 
raju u ravnini Lobačevskoga translacije: 1. po paraleli P s osju 
-H X, 2. po paraleli P" s osju — X, 3. po normali N na os Y, 
4. po ekvidistanti €, kojoj je medijana os X, i 5. po graničnome 
krugu G, komu su premjeri paralelni s osju + Y. U Euklidovoj 
je ravnini 


P=P=N=E=G. 


Na slici 1. predočene su 
ove linije na osnovi realne 
interpretacije hiperbolne geo- 
metrije, kako ju je dao 
Poincar€e.! 

Kod pojedinih transforma- 
cija postavit ću najprije nji- 
hove jednadžbe u konačnom 
obliku. Izrazit ću naime luk 
krivulje, po kojoj se ima 
tačka gibati jedamput s po- 
moću apscisa, a drugi put 
s pomoću ordinata krajnjih 
tačaka. Tim će se dobiti 


" Vidi moju radnju: Primjedbe o jednoj interpretaciji 
geometrije Lobačevskoga, Rad 154., str. 81—131. 


(2) O TRANSFORMACIJAMA U RAVNINI LOBAČEVSKOGA. 91 


L4o= 9(£,58), Vi == 4 (9,8) 


kao konačne jednadžbe te translacije. Iz njih će se odmah raza- 
brati, da li tim transformacijama pripada svojstvo grupe. Infinitezi- 
malnu transformaciju? 


Uf= (29) 5 +09) b 


oy 


dobit ćemo iz prethodnih jednadžbi znajući, da je 


Kod prijelaza na proširenu transformaciju tačke, t. j. na trans- 
formaciju linearnoga elementa u ravnini Lobačevskoga valja držati 
na umu, da kotangens kuta, što ga pravac u nekoj tački zatvora 
s ordinatom, koja mu odgovara, nije dan sa y' kao u ravnini 


uk već sa —? 
cby 


.* Linearni je dakle element određen sa 


4, 9, “ehy ' 

Kod svake ćemo transformacije istražiti skupove krivulja 
w (7.y,C) =0, koji su invarijantni ili pod uvjetom Uv=0 ili 
pak pod uvjetom Uo =/f(0). U prvom skupu invarijantna je svaka 
krivulja za se; kod transformacije ostaju tačke na istoj krivulji, 
pa se samo pomiču po njoj. U drugom skupu permutiraju se kri- 
vulje među sobom. 

Primijetit ćemo još, da su neke od slijedećih translacija prouča- 
vane s pomoću transformacije 


28 +5 


u ENO 


* Oznaka je ista kao u Lie-Scheffersa: Vorlesungen iiber Dif- 
ferentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen  Transformationen. 
Leipzig 1891. 

Šš Iz slike 5. na str. 94. navedene _ moje radnje vidimo, da je 


cotg T = n a na str. 98. imamo QT =dy MQ =chydz. U 


ovoj ću radnji pravokutne koordinate Lobačevskoga bilježiti sa x i y; 
tamo su bilježenoe sa € i m. 
sis 


—- La = 


52 V. VARIČĆAK, (8) 


1. Translacija po ekvidistantnoj liniji sa medijanom X. 
Geometrijsko mjesto krajnjih tačaka jednako dugih normala, uz- 
dignutih na osi X, jest* ekvidistantna linija y = b. Iz formule za 
dužinu luka 


ds = V ehty dz*+b-dy? 


dobivamo za luk ove ekvidistantne linije 


ds = chb de, 
dakle 
s = (2 —z)ehb, 
a otuda 
4% =+ KE! 
dok je (1) 
Yo =y 


Ovo su konačne jednadžbe ove transformacije, poradi koje tačka 
M prelazi u M,. Za prijelaz tačke M, u položaj M, na istoj 
ekvidistanti imamo 


ili 


Iz ovih jednadžbi razbiramo, da ovoj transformaciji pripada 
svojstvo grupe, a to će reći, da su dvije translacije iz skupa trans- 
lacija, zadanih jednadžbama (1), izvedene jedna za drugom, ekvi- 
valentne s izvjesnom translacijom istoga skupa. 

Za b==0 imamo &% =2--s, a ovo je isti izraz, koji i u 
Euklidovoj ravnini imamo za gibanje po osi X. 

Infinitezimalna je transformacija od oblika 


m s 
VE ab dz" 2) 


jer je 


* Primjedbe str. 106. 


(4) O TRANSFORMACIJAMA U RAVNINI LOBAČEVSKOGA. D3 


Kako je po (1) 
dz, =dz, dy = dy, 
bit će 


Kod translacije po ekvidistantnoj liniji zatvora linearni element 
jednake kutove s ordinatama, koje mu odgovaraju. Zato i proširena 
transformacija ima isti infinitezimalni oblik (2). A mogli bismo 
također kazati: Kod ove se translacije ne mijenja kut 
među linearnim elementom i ekvidistantom, pokojoj 
se pomiče njegova tačka. 

2. Translacija duž normale na os X. Pravac okomit na os 
X, koji na njoj odsijeca dužinu c, ima jednadžbu 

DiE & 
Po tome je 
ds =dy, S =y - 4. 


Zato su jednadžbe 
u =; 


(3) 
ho =1+5, 
konačne jednadžbe ove transformacije. Kako je 
= 1 =, 
ho =yu+s8=y1+(5+5), 
uviđamo, da ove translacije imadu svojstvo grupe. 
Iz (3) izlazi 
de, m dV, = 
| ds | _ 0 koda _. 
pa je tako infinitezimalna transformacija 
o 
Uf= (4) 


3, 
U Euklidovoj ravnini ovo je simbol translacije po paraleli s osju 


Y (Lie-Seheffers, o. e. pg. 1), koja je ujedno i normala na 
osi X. 


54 V. VARIČAK, (5) 


3. Invarijante. Tu imademo najprije jednostavno neizmjerne 
skupove trajektorija. Za (1) su to ekvidistante prema X, a 
za (3) su normale na X. Da su nam zadane samo infinitezimalne 
transformacije (2) i (4), odredili bismo te trajektorije iz uvjeta 
Uv = 0. (2) i (4) dadu 


Otuda se dobiva 
wy)=C€, viz) = C. 


Najjednostavnije će biti, ako uzmemo 


U = C, t.j. ekvidistante s medijanom X, i 
£ = €, t. j. normale na X. 


Zatijem možemo kazati: 


Kod translacija po ekvidistantnim linijama sa me 
dijanom X ostaju in varijantne normale na os X i obr 
nuto. 

To se razbira, kad u (2) mjesto f supstituiramo o = 2 = C. Izlazi 
Uo = o. ' 

4. Translacija po paraleli sa —- X. Paralela s pozitivnom stra- 
nom osi X, koja na Y odsijeca dužinu b, predočena je jednadžbom 


cos il(y) = eZ cosT1 (0) 
ili 
e" thy = thb. (5) 
Iz ove jednadžbe izvedimo 


u 


y' = —shyehy 


i uvrstimo u ds = dz Veh'y --y'?. Tako ćemo dobiti 


ds = ch'ydz, 
ili s pomoću (5) 
eTda 
U BS E si 
€7_th?b 


Uzmemo li €" = =, naći ćemo odmah 
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Pp H log (€22— th?b) -+- log C. 
Tačka se u smjeru paralelnosti počinje kretati od osi Y, pa stoga 
konstantu valja odrediti iz uvjeta, da je s==0 za z =0, dakle 
iz jednadžbe 


0 = H log (1 - th?b). C". 


Vidi se, da treba uzeti C = ch, pa je tako 


iki 


S log (e2"— th*b) ch?b. (6) 


2 
Dalje je 
£25 L sh*b — £25ch?0. 


a odatle lako izvodimo 


sed oo 
e8—1 ch 
ili 
2 : 
S = = sišt ko) 


U ovom se obliku formula (6) nalazi u Engelovu izdanju Loba- 
čevskoga na str. 32. 

Lobačevski dobiva ovaj izraz specijaliziranjem formule za ko- 
sinus kuta paralelnosti, što odgovara luku 8 na pravcu, koji os Y 
siječe pod kutom A i na njoj odsijeca dužinu b. Taj je pravac na 
slici 2. predočen polukrugom K. Jednadžba mu je 


Slika 2. | 
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(Z + 75)? + 9? = SM, 
a kako je 


TS — — 04 sin TI (b) 


nUG= ainf11(b) — 4] * 


možemo tu jednadžbu pisati 


sin?I1(0)—sin?A 


(2?-b-y?)sin[11(8)— A]+-2zsin4 = —sinlIG)—4] 


Vrijednost količnika na desnoj strani ove jednadžbe jednaka je 
sin[A --11(8)]; zato možemo pisati 
2asin A = (2? by?) sin [A — T1(6)] --sin[4 +-11(2)]. 
Kad se prijeđe na pravokutne koordinate Lobačevskoga, imamo 


2 cos T1(y) sin A == €" sin [A—T(b)] +-e"“ sin [A --11(0)]. 


Ovo se posve podudara s izrazom (25) u Lobačevskoga na str. 
21. Jednadžba (10) u Primjedbama na str. 92. odgovara 
pravcu X'. 


Sad nam valja izraziti S kao funkcija od y. U izraz 


ds = dyV x'*eh*y+1 
uvrstit ćemo 
l 


7 —— gyay" 


pak _ će biti 
ds = — cothy. 


Znak minus uzeli smo zato, što y pada, kad s raste. Odavle je 
$ = — logshy -- log Ć. 


Za y = b mora biti $ = 0, jer luk računamo od osi_Y, dakle 
je C =shb0, i tako je 


s = log ——. (7) 


Isti bismo izraz dobili eliminirajući # iz (5) i (6). 
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No ako luk ne računamo od osi Y, već po paraleli (5) idemo 
od tačke M (z,y) do M, (2,,9,), onda nam (6) i (7) daju 


= 1 1 2%" — th? i 
2 5 22 thtb 


Konačne jednadžbe za translaciju po paraleli (5) mogu se na- 
pokon pisati u obliku 


2% — thib = e (e2"__th?b), 


8 
shy, = e *shy. G) 


Za pomak 8, od M, do M, imamo na isti način 


622% _th?*b = €25 (2% — th2b) = e2(55%) (8% __th2b), 
shy, = € *"shy, = gr) sh y. 
Ovo nam kazuje, da ove translacije imadu svojstvo grupe. Malo 
prije smo našli izraze za diferencijal luka na paraleli sa +- X, iz 
kojih izlazi 


dz _%r aa dy > 
Mat th b, S Pazi thy, 


i tako je simbol infinitezimalne translacije po paraleli sa -- X 


Uf = (1— € 2"th?b) KA — thy ra (9) 


Za translaciju po. paraleli sa — X, kojoj je jednadžba 
thy = e" thb, 


dobivamo refleksijom na Y posve analogne izraze. Područje, u 
kom vrijede ovi izrazi za translacije duž paralela s osju X, ogra- 
ničeno je sa četiri zajedničke paralele koordinatnih osi X i Y. U 
izrazima za te translacije dolazi b t. j. odrezak na _Y. Izvan spo- 
menutoga područja leže one paralele s osju X, koje više ne pre- 
sijecaju Y. 

9. Translacije po graničnome krugu, komu su osi para- 
lelne sa --.X. 
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Jednadžba graničnoga kruga, koji na osi -- X odsijeca dužinu 
b, jest | 


E =E ehy. (10) 
Iz nje je 
Leš gro 
€? sh y V 2a—b) _1 
dakle 
(2-0) dy 
ds = ——————. 
V e2(e—b)__1 
Prema tome je 
s =VAe-b_1, (11) 


Konstanta integracije ima vrijednost € =0, jer za z =D treba 
da jes==0. Za b=0 imamo izraz, koji mu odgovara, u Loba- 
čevskoga. * 


Poznat je dalje izraz 


S = shy. 
Ako se tačka giba po graničnome krugu od M do M,, imamo 


V 2e&—b)_i =s-+Vee—b)_i 
' (12) 
shy, = s--shy 
kao konačne jednadžbe ove transformacije. Svojstvo grupe razbira 
se iz formula 
V 2e—b_i =8 + Vem—b)_1 = (s-+H8) +V e2a—b)__4 i, 
shy, = S -bshy, =($+8)-+shy. 


Infinitezimalni je simbol ove transformacije 


V z—b)_1 
BA sa sti 8f na Na GA . (13) 
m7 b) X ch y % 


BN. J. Lobatscehefskij: Pangeometrie. Ostwald's Klassiker No. 
130., pg. 43. Prijevod H. Liebmanna. 
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Za druge granične krugove, kojima su osi paralelne s negativnom 
stranom apscisne osi, dobit ćemo refleksijom na ordinatnoj osi posve 
analogne izraze. 


6. Invarijante za (8) i (183). Tu imademo najprije trajek- 
torije tačke, kojoj je kretanje određeno sa 


. _2 Kaman 
Uf = (1—e a) o — ty 3 


Trajektoriju o (2,9) = C određuje jednadžba 


w OwW 
2722 a raje ae 
(1—e “"th?b) Za thy dy == 0 
ili 
o dĐo__ dy 
1—e 22th) thy 


Kad to napišemo u obliku 


2r 2a 
e (e dyehy 
di de: (qs —1) = shy 


dobivamo integracijom iza nekoliko transformacija 
€" thy = thb, 


a to je rezultat, koji se razumije sam od sebe. No pokazat ćemo, 
da kod translacije po paralelama sa + X ostaje inva- 
rijantan i jednostavno neizmjerni skup graničnih 
krugova, kojima se os podudara sosju +Xi koji kon- 
kavnu svoju stranu okreću prema -H- X.* Jednadžba je tih krugova 


.. b 
o (ZL, 9) = e: 
W (Z, g) = kog 
stoga je 
e% 
Tr > 28221 2 2 
Uv = (1-- e th*) — ron de 
ili 
Uo = s (1—e-2Zth?b 2+ th?y) 
“ehy 


€ H. Liebmann, Nichteuklidisehe Geometrie, pg. 43. I on ove 
translacije proučava s pomoću projektivne transformacije. 
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Poradi jednadžbe paralele 


thy = e “thb 
reducira se ovo na 
| Uo = e t 1 I <= 
ZT I =KO 
Analogno za paralele sa — X. 


Tako bismo isto našli, da su trajektorije za tačke, koje se gi- 
baju pod utjecajem infinitezimalne transformacije (13), granični kru- 
govi (10). Kod te transformacije ostaje na drugi način 
invarijantan i jednostavno neizmjerni sistem para- 


lela sa + X. 
Ako u (13) mjesto f uvrstimo 


o (L,y) zethy — thb = 0, 


imat ćemo 
Uw = Veže—b_1 _če"th y dj 1 _Ge"thy_ 
“= slab) Im chy 4 
t.j. 
Ve-b_1 e 
W = — ab e“thy + S 


Na osnovi jednadžbe graničnoga kruga (10) imamo 


€ = ehy, oi S — sh y 
e2(r-b) ch?y * 
pa je tako 
Uo = A, 


t. j. konstanta. No i konstantu možemo držati funkcijom samoga 
W; dakle je Uo doista funkcija od e. 

1. Translacije po normali na 0s Y. Pravac okomit na os Y, 
koji' na njoj odsijeca dužinu b, ima jednadžbu 


cosil(y)sinll(z) = cosl1(0) 
ili 


thy = chzthb. (14) 
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Iz nje je 
y = echyshrthb, 
pa je zato ' 
ds = daV eh'y(1-hHceh*ysh'z thžb) . 
No sad je 
1 
"TE ra ree Id) ED ia a A: 
hy = T—ipig> * Po (14) hy = Po Kazahi; > 
dakle 
i. dz sE 
= Ik IZnh 3 Vi1— th?b , 
konačno 
s dl [22 
= chbJ 1—ch?zthžb ' 
0 
Supstitucijom 
thx = ft, 
1 
chžx = 1zt2? 
dt 
sl 


prelazi to u 


t 
m_m a. ave vr om 
= ao) Zn kb) redhiboič | 
0 0 
Tako je 
sech b -H thz (15) 


schb = log oj: Po 
sechb — the 


Konstanta integracije jednaka je nuli, jer za 2 = 0 ima biti 
s =0. No mogli bismo također pisati 


t 


dt eh b 
s = ika = arethteh?b , 
0 


a to daje | 
ths =thrchb. (16) 
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Konstanta integracije jednaka je nuli; uz £==0 mora biti s =0. 
Na 32. str. Engelova izdanja Lobačevskoga dolazi izraz 


cos F (2) 


mare sin 4.sin F(d) -- cos A. cos F (2). cos F(e) * 


a taj se za A == 90" reducira na prethodnu formulu (16). 
Iz (16) i (14) mogli bismo eliminirati £, pak bismo dobili s 
izraženo s pomoću y, no kako nam zaradi simbola infinitezimalne 


. dx .d : : zi mA 
transformacije treba Frade se. moramo i ovdje drukčije raditi. 


Ako u 


ds = 1 A2 

“ chb ' 1—chžrth?b 

uvrstimo 
_ di  džzihih — uha 
dr = ohiveh zth oo! ch?zth'b = th'y, 
bit će 
id dy 
VASE RENT 


Iz (14) izlazi 


1 sr ua o 
shr = KEV thčy — th?b , 


a to uvršteno u prethodni izraz daje 


ds — na dy 
> chd'" Vihty —thžb 


Supstitucijom thy == t prelazi to u 


1 dt 


ds =. ea i A, 
ehb (1—t)Vtt—th?b 


Ako uzmemo ovdje 


t = thb seco, 
bit će 
Vti—th'b = thbtg», 
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i tako je, 
E POJE 1 cospdo 1 cosedy 
= ehb' cos?p—thžb = ehb ' (1—th?b) —sin?*o 
ili - 
ni. ch b cose dp 
|—ech?b sin?o 
Odavle je 


$ = arcth (chb sino) 
ili 
ths = chb sino. 


Poradi gornjih je supstitucija 


thy = thb seco, 


dakle 
sn? = Kymo , 
stoga je napokon 
PRE im 17) 


I ovdje je konstanta integracije jednaka nuli, jer za y = b mora 
biti s = 0. 


Infinitezimalna je translacija po normali na os Y 
, of —-———r 9% 
Uf = chb(1—ch?zth?b) E -+- ehbV th*y—th*b pa (18) 


Za b = 0 prelazi normala na Y u os X, a za nju jeiy =0, 
pa se (18) reducira na 


Uz isti uvjet reducira se na to i (9). 
Konačne jednadžbe ove translacije pisat ćemo ovako: 
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_ 1 --chb thz 
dd Ari 
i o (19). 
204 2 
sada thy --ehdVth'y — th*b 


thy — ch dV th*y — th?b 
Idemo li po normali vd M do M,, imat ćemo za taj luk s 


Pri aii 1+chbthe 
chbthz, %& 1— <chbthz' 


2 schb = log | 


Isto takav izraz možemo napisati za luk 8,, kad idemo od M, 
do M, ; zbrojivši imamo 


S gin ue 8 l+eh?thz, 1+ chbthz 


—<htithz, % 1—<ehbthz' 


a time je pokazano svojstvo grupe. 


8. Translacije po ekvidistantnoj liniji sa medijanom Y. 
Jednadžba je te ekvidistantne linije? 


shz chy = shp. (20) 
Iz nje je 
Koj = —coth zeothy = — cothy. V eh'y+ ship ) 
dz sh p 
zato ćemo dobiti 
pa dyehychp _  dychy chp 
Veh'y + shop o Veh'ty--eh'p 


Tako je 


7 Primjedbe str. 106. Lobačevski spominje ekvidistantnu li- 
niju samo na jednom mjestu (Engel str. 265.). Jednadžbe tih linija 
nijesam ni drugdje nigdje našao. Liebmann na str. 136. spomenu- 
toga djela izvodi rektifikaciju ekvidistante prema osi X na osnovi 
trigonometrijskih relacija. 
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dakle 


8 = chparcsh E (21) 


Za y == 0 mora biti s = 0, zato je konstanta integracije nula. 
Uzmemo li p =0, izlazi S==y, kako i treba za translaciju po 
osi Y. 

Sada nam još valja S izraziti s pomoću x. Na osnovi jednadžbe 
(20) možemo pisati 


dy = — coth z m uu PBJA , 
da V shžp — shfa 
dy \2 — .sh?p ch?» 
2 _4_ nene pe 
my ( da = shšz  sh'p—shie? 
i tako je | 
dp je OI. (22) 
shzV shžp — sh?*z 
Da se integracija olakša, transformirat ćemo (22) ovako 
_ ds dz shp V coth?p—1 V eoth?tz—1 
ch p sh zV cothžx — coth?p 
pe dx 
= sh? Veoth*x—eoth? Pp 
Napokon je 
a [ootha 
dg P= 5) 
hp pra ai 
= 
EZ >) 
a odatle 
8 coth € 
ag rech ie (23) 


Integrira se od presjeka ove ekvidistantne linije s osju X; stoga 
za T=p mora biti s=0, zato je € =0. Ovaj se izraz lako 
može transformirati u 


8 Vsh*p—sh?e 94 
a =— aresh Zen (24) 
R. J. A. 165. 5 
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Ako po ekvidistanti ilemo od M do M,, onda nam (21) i (24) 
daju 


arc sh nu 3 are sh sh y 


chp  chp ch p' (25) 
V shtp—shšr, maa. 2% V shžp—sh iz > 
weh džep op rt ahzop > 


a ovo su konačne jednadžbe ove translacije. Iz tih direktno raz- 
biramo, da te translacije imadu svojstvo grupe. 
Infinitezimalna je transformacija 


a Za uh Van s 
Uf= — sh z V sh?*p sh*e af V sh y + ch'p 8. (26) 
shpchp oc chychp 
9. Jednadžbe nekih linija u Weierstrassovim koordina- 
tama. Ekvidistanta s medijanom .X ima jednadžbu 


y=p»p, 
a s medijanom Y 


shž chy = shp. (20) 


Koordinate Lobačevskoga <, y nijesu simetrično određene s ob- 
zirom na koordinatne osi, stoga ni ove dvije ekvidistante nemaju 
analogne jednadžbe. Analogija je 
" potpuna, kad uzmemo Weierstras- 
sove* koordinate €, n, koje su 
, određene kao dužine normala spu- 
, M štenih iz tačke M na koordi- 
natne osi. | 
Koordinate su Lobačevskoga 


Y OB==2, MB =y, 
Ra a Weierstrassove 
Slika 8. MA=t, MB= «u. 


Geodetski četverokut AOBM ima tri prava kuta. 


š F. Dannmeyer: Die Oberflachen- und Volumenberechnung fir 
den Lobatsehefskij'schen Raum. Gčttingen 1904. 
Vidi također Liebmanna, pg. 167. 
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S pomoću formula, koje postoje za takav četverokut i koje su 


prikupljene u Engelovu izdanju Lobačevskoga na str. 347., mo- 
žemo odmah pisati 


. sin l1(y) = eotgll(2) tgII(£) 
ili 


sh = shzehy. (27) 


Kad ovo isporedimo s (20), vidimo, da su 


t=p, n=p (28) 


jednadžbe ovih dviju ekvidistanta u Weierstrassovim koordinatama. 


Tako je isto i s normalama. Normala na os .X ima jednadžbu 


thy = chzthb, (14) 
dok je 
t*=b 


normala na _Y. U spomenutom je četverokutu 


sin 1] (n) = eotglI(OB)tg 11 (£); 


označivši OB sa b možemo to također pisati 


shtf = shbehu, (29) 
a to je u Weierstrassovim koordinatama jednadžba normale, koja 


na apscisnoj osi odsijeca dužinu 8. Ako pak uzmemo normalu na 
ordinatnu os, onda imamo 


: sin lI (£) = tglI(n) cotgI1(04) 
ili 
shn = shb eheć, (30) 
gdje je b = OA. 
Kao treću vrstu koordinata mogli bismo uzeti oba odreska na 
osima, naime 
u = 0B, v = OA. 
Onda je 
km, 
dok je 
cogl1(OA) = cosll(y) sin11 (2) 
ili 
thv = thy 


ch" (9) 
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Normale na koordinatne osi imadu jednadžbe 
u=2b, v =. 
Ekvidistanta prema osi X, naime y =», može se na osnovi 
(31) pisati 
thy = thvchu. (32) 


Ekvidistanta prema osi Y, kojoj je jednadžba u koordinatama 
Lobačevskoga 


shz chy = shp, (20) 

daje 
dp E. (32) 
V 13-sh?zeh"y 
Po (31) imamo 

thy = chuthv, 

stoga je 
1 


ch = S: 
"Vize 
Ako ovo i € = u unesemo u (32), dobit ćemo 


thp = thuchv. (33) 


Među ovim novim koordinatama i među Weierstrassovim postoje 
snošaji 


. 4 _ shn 
shu = hr shv = okt (34) 
i 
thn =chuthv, thžf =thu chv. (35) 


Sve se to lako uviđa iz onoga četverokuta sa tri prava kuta. 

Iz simetrije jednadžbi normala i ekvidistant& razbiramo na osnovi 
članka 3., da kod translacija po ekvidistantnoj liniji, 
kojoj je medijana jedna os, ostaju invarijantne nor 
male na drugu os i obrnuto. 

Uzet ćemo još jednadžbe paralela s osima koordinatnima i gra- 
nične krugove. Paralela sa —-.X ima jednadžbu 


€ thy = thb. (5) 
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No sad je 
Tl(z) Vi-+-thz . 
e = og ——> = 30 
8 —o3 Viza: (36) 
a po (217) je 
s—_bz = sh < m t_r = o 
ch“ V eh* x + sh?ž 


Uslijed prijelaza na Weierstrassove koordinate dobit ćemo iz (5) 
Vehtn + sh*E Hesh th?b 
Votskshi— shi = othivi 


Učinivši, da je brojnik racionalan, dobivamo za paralelu sa + X 
jednadžbu 


shn — thb Veh'ć + shžn --thbshž = 0. (37) 


U Primjedbama na str. 92. imamo jednadžbu pravca, koji 
u udaljenosti b od početka koordinatnoga sistema presijeca os X 
pod kutom A. To je 


tg A = tgll(z—b) cos 11 (y). 


Za paralelu s pozitivnom stranom osi Y treba uzeti 
A = 180% — 11(0), 
pak ćemo iz prethodne jednadžbe dobiti 


cos [I (2) — eosll (0) -- sinT1 (2) cosll(y) cos TI (0) = 0 
ili 


shx — thb chz -- thb thy = 0. (38) 


Kad :prijeđemo na Weierstrassove koordinate, izlazi 


shf — thb Veh?n --sh* bthbshn =0. (39) 


a ovo je posve analogno građeno kao (37). 


Granični krug, komu su osi paralelne sa +- Xi koji na apscisnoj 
osi odsijeca dužinu b, naime 
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e =Eehy, (10) 


može se s obzirom na (36) u Weierstrassovim koordinatama pred- 
očiti sa 
ar 2. x 
Veh't + shta ib shto — ePeh*n. 


Veh*ć + sh?n — shit 
Iza nekoliko transformacija može se to pisati 
Veh*ć ++ shta — shš — e? =0. (40) 


Granični krug, komu su osi paralelne s pozitivnom stranom ordi- 
natne osi i koji na toj osi odsijeca dužinu b, predočen je u onoj 
interpretaciji geometrije Lobačevskoga, koju smo prikazali u Pri- 


mjedbama (vidi sl. 1.), krugom središta (1 tg =£) i polu- 


2 
J 
mjera tg OJ Jednadžba mu je 


g? +y*+1—2r,—29 tg so 


u običnim pravokutnim koordinatama, a u koordinatama Loba- 
čevskoga 


chz chy — shy —€* = 0, (41) 


a to sa (10) ne pokazuje mnogo sličnosti. No ako prijeđemo na 
W eierstrassove koordinate, onda je 


Vehžn-bHshžf — shn — e? =0 (42) 


posve analogno sa (40). 

Iz analogije jednadžbi paralela sa —- X i sa -- Y i graničnih kru- 
gova, koji im odgovaraju, razbiramo, da će kod translacija 
po paralelama sa PY ostajati invarijantan skup gra 
ničnih krugova, komu su te paralele osi. 

10. Translacije po praveu, koji s osju X zatvora kut z i 
prolazi kroz početak koordinatnog sistema. Jednadžba mu je 


thy = tg= sh z. (43) 


o .—_ o ENN ne 
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Na osnovi izraza za diferencijal luka ovakovoga pravca, koji se 
nalaze u Primjedbama na str. 94. i 95., možemo odmah napi- 
sati infinitezimalnu translaciju. 


Vsin?a + sh?y ef (44) 
S. 


| 9 
Uf=cosa (1—tg?ash?7) KE 2+ sh 


Za luk smo tamo našli 


th z h 
$ = areth ——, s =arcsh i 
COBX *, sin 
Konačne su jednadžbe ove transformacije 
th z th z 
arecth —> = s-Pareth : 
cos a cos x 
h h 
aresh iL = S -- are sh u g 
sin « sin x 


iz kojih se odmah razabira, da joj pripada svojstvo grupe. 


11. Rotacija oko početka koordinatnoga sistema. Krug sa 
središtem u početku koordinatnoga sistema i s polumjerom p ima 
jednadžbu 


chxchy = chp. (45) 
Iz nje je 
dy th z 
dz thy 
stoga je 


Znak je minus stoga, što y pada, kad luk raste. Ako iz jednadžbe 
kruga unesemo ovamo vrijednost za th, bit će 


: ENE shpehydy shp chy dy 
Veh*p — chty Vsh*p — sh2y 
ili 
(5) 
ds sh p 
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dakle 
> = — are ma. Mae C 
shp “m Sh p 


Luk računamo od tačke na pozitivnoj strani osi Y prema pozi- 


tivnoj osi X. Konstanta ima vrijednost € = >. jr zag=p 


mora biti s = 0. 
Tako je 


s . oshy | ' 
a9 sh P— sh p are sin sio (46) 


Za y = 0 imamo kvadrant kruga u ravnini Lobačevskoga 


s = 3 shp. 


Luk ćemo izraziti sada apscisom. Dobit ćemo 


ch p sh p dz 


ds == = 
eh Vehžp — chžx 


Hiperbolne kosinuse pod znakom korijena izrazimo tangensima, 
pa će biti 


sh» dz 
ds = ai = === 
ch? Vthžp — thie 
a to daje 
S =shparc sin me. (47) 


th p 


Ovaj izraz nalazimo u Engela na str. 32., samo što tamo dolaze 
cirkularne funkcije kutova paralelnosti. 


U ovim izrazima za luk računali smo S od tačke B (0, p) na 
2+ Y prema -H- X do tačke .M (2, y). Centrični kut, koji pripada 
ovome luku S, neka je g; A neka je nožište normale spuštene iz 
M na OX. Kut, koji je u trokutu AOM nasuprot strani AM, 


3 208) 
jest 9 
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Ako sada 
A goa E = 
nie 08G, ip sin 
uvrstimo u (46) ili (47), dobit ćemo? 
8 = oshp. (48) 


Konačne jednadžbe rotacije jesu 


. tha . thz 
MIPE E = s--shp arc sin I 


(49) 
nA g in Sly 
sh p are sin Sho 7 s d-shp are sin ap3 
a infinitezimalna je rotacija 
2 thžn—thšir 3f nu ega zva 
Uf = Sb*z Veh*p—th*z af Vah'p —sh'y X (Go) 


Konačne jednadžbe rotacije mogli bismo i drukčije prikazati. 
Neka tačka počinje svoje gibanje na osi --.X i neka dođe na 
krugu polumjera p u položaj M. OCentrični kut, koji tomu odgo- 
vara, neka je e. Iz M spustimo normalu MA na os .X. Iz pravo- 
kutnoga trokuta AOM imamo 


thx =thp cosv, shy =shp sino. (51) 
Zakrenemo li OM još za kut x, doći ćemo do M,, pa je 
thx, =thpecos(o +2), shy =shp sin (0-2). 
5 pomoću jednadžbi (51) i s pomoću relacije 
chp =chzchy 
možemo prethodne jednadžbe predočiti u obliku 


thy . 
thz, = thrcosa — čd sin +, 


chz (52) 
shy, = shy cosa + shz chy sin 2. 


* Engel-Lobatsebevskij str. 29. 
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Ako ovdje centrični kut x izrazimo lukom 8 i polumjerom p, 
imat ćemo 


S thy . 8 


th, = thz cos osa va sin EI 


: : (53) 
shy, = sky cos no 3+ shg ehy sin ia 


Valja samo držati na umu, da je ovdje rotacija prodynoga smisla 


negoli u (49). Odavle je 


day _ _ thy chz 
ds ko shp * 


stoga kao infinitezimalnu rotaciju možemo uzeti također 


thy chz i shy 9 


sh p KI 


Pai (54) 


S pomoću (45) možemo ovo prevesti u (50), samo će poradi 
protivnoga smisla rotacije biti i predznaci protivni. 


12. Invarijante. Trajektorije za (44) i (54) već znademo. No 
pokazati treba, da kod rotacija oko početka koordinat- 
noga sistema ostaje invarijantan jednostavno neiz- 
mjerni sistem pravaca, koji prolaze početkom. Je- 
dnadžba je tih pravaca 


_ thy _ 
o (£, JER tgz, 
zato je 
e, A l 
% sh'z ?%  chyshz 


Kad se ovo uvrsti u (54), biva 


-shp 


1 [th*y cht2 
Vu = | 1 +1—wy], 
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a to se s pomoću (43) može transformirati u 


moe 
cos*a sh p 


Uw = 


oj 


dakle konstanta. Tako bismo isto mogli verificirati, da i obrnuto 
kod translacija duž pravaca (43) ostaje invarijantan 
skup koncentričnih krugova (45). 

Infinitezimalnoj transformaciji (44) možemo s pomoću (43) lako 


dati oblik 


cos z af 
ch*y A 


g 
+ sin che did : (55) 


Uf = dy 


Ako uzmemo o (x,y9)=chzehy—chp = 0, imat ćemo 


Gos x = X 
ch 


Uv = 2+ sina ch?zshy. 


Ako pravac (43) presijeca krug (49) u tački M (2,9), onda 
vidimo, da je 


a kad to uvrstimo u prethodnu jednadžbu, biva 


_ sh?z > shžy eh?e 
Uw = šine p Vu 
U vedimo ovdje u brojniku samo hiperbolne kosinuse, pa ćemo naći 


Uv = shp. 


Geometrijski su ovi rezultati evidentni, jer pravci (43) jesu pre- 
mjeri krugova (45). 
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13. Određivanje položaja tačke s pomoću graničnoga kruga 
i s pomoću ekvidistantne linije. Početkom O koordinatnoga 
sistema položimo granični krug 
normalno na os X; konkavnu 
svoju stranu neka taj krug 
okreće prema —h-.X. Na slici 4. 
predočen je taj krug prav- 
cem g. Tačkom M povucimo 
paralelu p sa —- X; ona će 
granični krug sjeći u tački N. 
Pravokutne Descartesove koor- 
dinate tačke M označimo sa 
X, Y, pravokutne koordinate 
Lobačevskoga sa 2, 9, a ko- 
ordinategraničnoga 
kruga sa €, 1. 


S Slika 4. 


SR = X, MR = Y, 
OP ==, MP = g, 
MN =E, ON =. 


Vidi se, da je n = X. Dalje je 
MN =0T, a ST=eT,4j. Y=#. 


Po formuli (5) u Primjedbama na str. 88. znamo, koji je 
snošaj među koordinatama Lobačevskoga i Descartesa. Zato mo- 
žemo postaviti 

t=ethy, 

e (56) 

mie 


No mogli bismo položaj tačke M odrediti i s pomoću ekvidi- 
stantne linije, kojoj je medijana os X Lobačevskoga i koja pro- 
lazi tom tačkom. Ona na osi _Y odsijeca dužinu OV, koju ćemo 
uzeti kao jednu koordinatu v, a kao drugu % uzet ćemo luk ekvi- 
distantne linije od osi Y do tačke M. 


v = OV = MP =y. u — VM = zeh OV, 


(28) O TRANSFORMACIJAMA U RAVNINI LOBAČEVSKOGA. 17 
pa su dakle koordinate ekvidistantne linije 


u = zehy, 
DT 
joe (57) 


14. Translacije po semicirkularnoj paraboli. Ona je mjesto 
tačaka jednako udaljenih od osi X i od graničnoga 
kruga, koji normalno siječe os .X i konkavnu svoju stranu 
okreće prema pozitivnomu dijelu te osi. Ne ćemo uzeti granični 
krug g, koji prolazi početkom koordinatnoga sistema, već drugi 
g', koji na osi X odsijeca dužinu b. Ako je M jedna tačka te 
krivulje, mora biti po definiciji 


PM = MN. 


Vidi se da je PM =y. Ona dva granična kruga jesu ekvidi- 
stantni; odresci paralela prema -H-.X, što leže među ova dva gra- 
nična kruga, jednaki su među sobom. Stoga je MN' =t— 0, pa 
je tako 


ili 
> E .e 


S obzirom na (56) možemo pisati 


ez—b 
e9 = eby 3 (57) 


a kad još chy izrazimo eksponencijalnom funkcijom, izlazi 
& = V2#>_1 (58) 


kao jednadžba semicirkularne parabole. 

Da vidimo, čim je ona predočena u onoj realnoj interpretaciji 
biperbolne geometrije, koja je prikazana u Primjedbama, tre- 
bamo se sjetiti sa str. 88. te rasprave jednadžbi 


10 Liebmann, str. 182. To je također mjesto tačaka jednako uda- 
ljenih od graničnoga kruga t==0 i ekvidistante y == —b, kojoj je 
medijana os X. | 
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_ D 

€*=t-7 tg? = X? 
koje daju 
> mame 
Saso 


e — 


iz (D1) izlazi 


Pe 
e/ 
pa je tako konačno 
Y* — 260 X — ež — 0. (59) 


Semicirkularna parabola (58) hiperbolne ravnine predočena je 
onim dijelom parabole (59), koji leži u pozitivnoj polovini rav- 
nine (X, Y). 


Iz 
EY — 262—0_1 (58%) 
nalazimo 
ds = dy Ve +1, 
2—b Vag 
ds = BRA 43: ba dz, 
De2—b_1 
i onda 
Na V 2 na 
s= VŽ LT + zlog) + 5 log 8+2V2) —V2. 
2 V e2y +] -H 2 


Luk računamo od presjeka krivulje s osju X. | 
Konačne su jednadžbe ove translacije, ako logaritam izrazimo 
inverznom hiperbolnom funkcijom 


V2u_Li —arccoth V AY: KE = s-L-V ežy gi: are coth V e29 + : 
V2et—b are coth V e -P — s + V 2e2—b __ are coth V 2e2-?. 
Infinitezimalna je transformacija 


2 21 &f, 12 
KF ETEKA RATNI Varna (60) 


(830) O TRANSFORMACIJAMA U RAVNINI LOBAČEVSKOGA. 19 


15. Invarijante. Trajektorije su semicirkularne parabole (58#). 
Ako (60) pišemo 


Ur: 2eZ-b_1 X 1 af 


PA VvLa e O Vosaa 9 


i uzmemo 
9 
o (zg, y)ze) — 22-041 =0, m = 2(2e7—?_1), 
dobivamo 


Uvw = 0. 
Ortogonalne su trajektorije sistema (58%) dane jednadžbom 
6-2 — 22 _1. (61) 


. Dobivene su refleksijom rečenoga sistema na osi X. 


Inhaltsangabe der Abhandlung 


»Uber die Transformationen in der Lobatsehefskij'sehen 
Ebene“. 


Auf Grund der projectiven Substitutionen einer complexen Va- 
riablen sind diese Transformationen vielfach behandelt worden. In 
der  vorstehenden Abhandlung werden einige Bewegungen der 
Lobatsehefskij sehen Ebene analytiseh direct untersucht. Fur die 
betreffenden Transformationen wird zuerst die Bogenlinge der 
Bahncurven mittels Abscissen und Ordinaten der Endpunkte ausge- 
driickt, und so die endlichen Gleichungen aufgestellt, aus denen 
man die Gruppeneigenschaft sofort ersieht. Mit Hilfe der infinitesi- 
malen Transformation werden dann die Invarianten der Gruppe 
bestimmt. 

Die Translationen auf den Abstandslinien zur z-Axe sind cha- 
rakterisiert durch die infinitesimale Transformation (2). Die erwei- 
terte Transformation hat dieselbe Form. Das Linienelement schliesst 
mit der Abstandslinie, auf der sein Punkt bewegt wird, immer 
denselben Winkel ein. Die Schar der Normalen zur z-Axe ver- 
bleibt bei diesen' Bewegungen unver&ndert; einzelne Normalen 
werden unter einander permutiert. Die infinitesimale Translation 
linga diesen Normalen hat dieselbe Form (4), wie die Bewegung 
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parallel zur y-Axe in der gewčhnlichen Ebene. F'iir die Sehiebun- 
gen linga den Normalen (14) und den Abstandslinien (20) zur y-Axe 
bestehen etwas compliciertere Ausdriicke (18) und (26). Die man- 
gelnde Symmetrie der Gleichungen dieser Gebilde in Bezug auf 


die Lobatschefskij'schen Coordinatenaxen wird im & 9. mittels . 


W eierstrass'schen Coordinaten hergestellt. 

Die endlichen Gleichungen der Translationen l4ings den Paral- 
lelen zur positiven z-Axe sind in (8) gegeben, die infinitesimale 
Form in (9). Diese Formeln gelten nur in dem, durch die vier 
gemeinsamen Parallelen zu den Coordinatenaxen gebildeten, ebenen 
Vierende. Hier sind die Niveaulinien Grenzkreise, deren Axen 
jene Parallelen sind. Die Drehungen um das gemeinsame Ende 
djeser_ Grenzkreise sind durch (12) und (13) bestimmt. Weiters 
haben wir die hyperbolische Strahlung (44) und die Rotation um 
den Coordinatenanfangspunkt (49) und (50), respective (53) und 
(54). Die Bahncurven sind die Geraden durch den Anfangspunkt, 
und die Kreise, mit dem Anfangspunkt als Mittelpunkt. Die Bahn- 
curven der einen Bewegung sind Niveaulinien fir die andere. In 
(60) ist noch die infinitesimale Translation lings der semizirkularen 
Parabel gegeben. 


Prilog centralnoj projekciji prostora sa četiri 
dimenzije. 


Primljeno u sjednici matematička-prirođoslovnoga razreda Jugoslavenske 
akademije znanosti i umjetnosti dne 5. srpnja 1906. 


NAPISAO ČLAN DOPISNIK DR. JURAJ MagcEnx. 


Držeći se načela. W. Fiedlera, koji je usavršio metodu cen- 
tralnoga projiciranja za prostor sa tri dimenzije, prikazao je H. 
de Vries! nauk o centralnom projiciranju za prostor sa četiri 
dimenzije i obazreo se na projektivna i metrična pitanja u ovom 
problemu. Držim, da će centralno projiciranje prostora R,, kad 
bude formalno dotjerano, pružiti u istraživanju projektivnih rela- 
cija zanimljivih novosti, koje će izaći iz sveze prostora .R, i pro- 
stora R, sa dvije dimenzije. Dakako da ono, štoje već Vries u 
tom pogledu našao, na primjer proširenje Desargues-ova za- 
kona, ne izlazi upravo iz centralnoga projiciranja prostora R,, već 
se može mnogo jednostavnije izvesti u ortogonalnom projiciranju 
na dvije ravnine s pomoću ravnine identičnosti. 

U početku, dok je još metoda centralnoga projiciranja za prostor 
AR, u razvoju, bit će svakako najzanimljivije pitanje o predočenju 
one tvorevine, koja se za prostor A; nije mogla uzeti u obzir, a 
to je predočivanje svakoga prostora R,, koji je u prostoru ,. U 
svezi s određenjem projekcije za neki prostor R, javlja se prije 
svega pitanje o centralno-projektivnom određenju točke; na ovo 


"-— 


1 Die Lehre von der Zentralprojektion im  vierdimensionalen 
Raume, Leipzig 1905. 


R. J. A. 165. O 
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se pitanje obazreo G. Loria u jednome svome članku', u kojem 
razjašnjuje, da se točka (osim svojom projekcijom) može još po- 
bliže odrediti prostorom, ravninom ili pravcem. Veronese pro- 
vodi u svojoj općenoj centralnoj projekciji prostora (sa # dimen- 
zija) određenje točke s pomoću pravca? Ovo je određenje za 
čudo pridržao i Vries u centralnoj projekciji za prostor R, (1. e. 
str. 12). Loria ispituje metode, gdje su točke određene zadanim 
prostorima, no ne izvodi konstrukcije u R, nego prikazuje 
operacije shematično, jer su projekcije u Zi, veoma zamršene. 

Ja sam si ovdje stavio zadaću, da prikažem metodu, gdje je 
točka određena ravninom. Ova se metoda u jednu ruku razli- 
kuje od one, koju je razvio Loria, toliko, da prijelaz iz jedne: 
metode u drugu ne će biti lako moguć*. U drugu ruku dopušta 
ova metoda jednostavnije operacije u A, negoli metoda Vries- 
ova. Priroda ove metode dovodi sa sobom drugi poredak u po- 
stepenom izvođenju projektivnih problema u centralnoj projekciji, 
negoli je onaj, koji su udesili Loria i Vries; zato ne će biti 
ovdje temeljni problem: određenje sastavnice dviju točaka, kao 
kod Lorie, ni: određenje nekoga prostora A, kao kod Vriesa, 
nego određenje ravnine, koja ide pravcem i točkom. Ostali 
se temeljni problemi (a dolaze u obzir osobito oni, u kojima je 
točka zadan elemenat) dadu svesti na ovaj, pače se problem, koji 
je Loria izabrao kao prvi, dade razriješiti posve samostalno. 

U tumačenju, koje slijedi, pridržao sam način za označivanje 
elemenata kako ga je uveo Vries. | 

1. Neka je pravac p zadan projekcijom po, (sl. 1.) i karakteri- 
stičnim točkama f4,, S, Qoy, Sor, dalje točka P svojom projek- 


' Sur quelques problimes ćlimentaires de la Gćomćtrie descriptive 
& 3 et 4 dimensions, Archiv der Mathematik und Physik, III. Reihe, 
H. B., 1902., str. 257.—266. 

2 Sulla geometria descrittiva a quattro dimensioni, Atti del R. 
Istituto Veneto, VIII., 1882., str. 987.—1024., dalje: , Behandlung 
der projektivischen Verhdiltnisse der Riume von verschiedenen Di- 
mensionen durch das Princip des Projicirens und Schneidens, Math. 
Annalen, XIX. 2. | 

5 Isp. bilješku u citiranom članku na str. 262. 
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cijom Pa, i ravninom ;, koja prolazi kroz P. Ravnina je p odre- 
đena pravcima %, i 8, pa karakterističnim trokutom R,, 5, Q,, 
gdje je R, na fa, a & i Q dna si. "Karakteristični trokut rav- 
nine p moći ćemo poradi kratkoće označiti sa (RSQ),. Da se odredi 
ravnina 7, koja ide točkom P i pravcem p, položit će se ovim 
pravcem ravnina, koja ravninu p siječe u točki P. Kako 
će se za ravninu * morati naći oba paralelna pravca r,, i &' i 
karakteristični trokut (RpSpQp),, zadovoljit će u rješenju oba 
karakteristična trokuta zadani uvjet onda, ako će se sastavnice 
sjecišta korespondentnih stranica sa sjecištima pravaca, koji su 
suprotnim vrhovima povučeni paralelno korespondentnomu paru stra- 
nica, sjeći u točki P. | 


Prije svega ćemo potražiti za ravninu 7 oba pravca 7, i S&'. 


Točkama ćemo Ro, i S, povući makar kakova dva paralelna 
* 
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pravca 7, i 8,, koji sijeku 79, i S, u točkama Q, dotično S,. Sa- 
stavnica Q; S. siječe projekciju p, u točki 74,. Planimetrijski je 
očigledno, da će sve sastavnice QiS ui koje sastavljaju sjecišta 
U 
kroz RR, i S, ići istom onom točkom To1. Povučemo li dalje 
pravac TQi1Po,, koji siječe 19, u Q,', a 8 u S,', dobit ćemo u 
sastavnicama S, 5,', R,,Q,' dva paralelna pravca 8,' i r,,, koji su 
potrebni za određenje ravnine =. Stranice 8,' i 8 karakterističnih 
trokutA za ravnine 7 i p sjeći će se naime u točki S,', a paralele 
s ovim stranicama kroz suprotne vrhove daju sjecišnu točku Q,', 
pa će sastavnica Q,'S,' prolaziti u istini točkom F4,. Ovo je samo 
jedan dio rješenja. Prije negoli nastavimo određenje ravnine , 
istražit ćemo, kakovo ima značenje točka 74, u prostoru f,. 


44 44 44 
Qui Sis pravaca 79, i $ s makar kojim parom paralela #4, S 


Ravninom (RSQ), može se položiti prostor, koji ide i središtem 
projiciranja. Ovaj ćemo prostor označiti sa Rv. Isto će se tako 
moći svakom ravninom, koja ide pravcem p, položiti po jedan 
prostor Ra gdje r; znači makar koju ravninu svežnja [p]. Pro- 
stor Ri i makar koji od prostora R4 imadu jednu zajedničku 
ravninu, koia ide središtem projiciranja. Projekcija ove ravnine 
bit će spojnica sjecišta 1. 79, sa sjecištem 5," s,. Budući da je pravac 
p u svim prostorima Ra sjeći će on svaku ravninu, koja je za- 
jednička prostorima Niza i Rd. No budući da pravac uopće nije u 
prostoru R4, sjeći će on ovaj prostor samo u jednoj točki. Ovom 


točkom moraju dakle prolaziti sve ravnine (Rip Bi , dakle u 


projekciji sve sastavnice točaka (Fr, fo) i (Sf#81) istom 
točkom Ti, na Po. 

Ravnina r nije još dostatno određena tragovima #4, i S,', nego 
će se morati odrediti još i karakteristični trokut (RpSpđp),. Vrh 
Rp ovoga trokuta bit će u 7,,, ostala dva njegova vrha u S,', a 
njegove će stranice #pSp i RpQp ići točkama 5%, i Q, na Po. 
Ovaj se trokut ima tako odrediti, da spojnica sjecišta (RpSp, RS) 
sa sjecištem paralela u Qpi Q (koje odgovaraju stranicama RpSp 
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i &S) ide točkom P4,. Nužna će posljedica biti, da će i spojnica 
sjecišta (Rpdp, RQ) sa sjecištem paralela u Sp i S (koje odgo- 
varaju prvim dvjema stranicama), ići opet točkom P,. 

Da odredimo trokut (RpSpQp),, postupat ćemo ovako. Izabrat 
ćemo makar koju točku R; na 7,,. Sastavnice R; Soy i Ri;Q 
sijeku S,' u točkama S, i Q0,;. Pravac R,Q,, siječe RQ u točki (Q,), 
a pravac povučen točkom S; paralelno sa R;Q,, siječe pravac, 
koji ide točkom S paralelno s tragom RQ, u točki (S;). Šastav- 
nica (S;) (Q,) siječe projekciju p,, u točki U,,. Pravac će Uj, Por 
sjeći RQ u točki (Q;'); s pomoću ove točke moći ćemo karakteri- 
stični trokut ravnine 7 ovako odrediti. Spojnica (4) Q,, siječe 
ra, u točki Pp, a trag s,' u točki Qp. Pravac RpS,, daje u sje- 
cištu s tragom S,' treću točku Sp karakterističnoga trokuta. Va- 
ljanost ove konstrukcije dokazat ćemo tako, da pokažemo, koje 
značenje ima točka U, pravca p u prostoru R,. 

Svi trokuti R;S;Q;, gdje je AR; svagda u * a S; i dj; u si', 
određuju zajedno sa 7, i s' jedan dio (00') ravnina, koje idu 
pravcem p. Ove ravnine nijesu uopće identične s ravninama, za 
koje su tragovi ", st različni od 74, i S,', a idu točkama Ry, i 8, 
pravca P,, jer je broj ravnina, koje se mogu u prostoru Zi, po- 
ložiti pravcem p, 00%. Svakom ravninom R;S;Q; možemo položiti 
prostor Rt, koji je prema prostoru projekcija R2 trećinu okomit“! ; 
isto tako možemo ravninom (#5Q), položiti jedan takov prostor 
f9. Ovaj će prostor_R9 sjeći svaki prostor _R; u jednoj ravnini 7*, 
za koju je projekcija u Zi? pripadna sastavnica (8,) (Q,). Budući 
da je pravac u svim prostorima Ri, sjeći će on svaku ravninu * 
u jednoj točki; no kako je ujedno svaka ravnina r' u prostoru 
Re, a pravac p nije uopće u ovom prostoru, morat će sve ravnine 
7" prolaziti istom točkom na p, jer bi inače svaka zajednička 
točka pravca p i ravnina r' bila u prostoru ff, a poradi toga bi 
p bio pravac prostora R9. Projekcije će dakle (5,) (Q;) ravnina 


n* iz C, ići točkom U,, na pravcu P,, pa je prema tomu točka 


1 Isp. Vriesa, str. 32., dalje djelo Sehoute-ovc Mehrdimen- 
sionale Geometnte I., str. 47. 
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U probodište pravca p s onim prostorom ff, koji je prema pro- 
storu projekcija RB ,trećinu okomit“. 

Ravnina Tr ide u istini pravcem p, a siječe ravninu p u točki P. 
Izvođenje konstrukcije bit će kraće, negoli izgleda, a svakako će 
biti kraće negoli rješenje Vriesovo, koji upotrebljava pomoćni 
neki prostor. U našem rješenju nije trebalo odrediti nikakova 
prostora; oni prostori, koji se spominju u izvođenju, bili su po- 
trebni samo za dokaz konstrukcije. 

2. S pomoću pređašnjega rješenja možemo odrediti centralnu 
projekciju sastavnice dviju točaka P i T, koje su zadane 
u pripadnim ravninama s i ". Obje će se ravnine uopće sjeći samo 
u jednoj točki V. Povučemo li ovom točkom pravac VT, koji 
je prema tomu u ravnini ", imat ćemo samo još ovim pravcem i 
točkom P položiti ravninu, kao što je bilo prije izvedeno. 


No ova se zadaće može riješiti još jednostavnije. Odredit će se 
naime oba pravca VTi VP; budući da se sijeku u jednoj točki, 
moći će se njima položiti ravnina, a u ovoj će ravnini biti i sa- 
stavnica PT. 

Sjecišna točka V obadviju ravnina (2"'S'Q'), i (2"'S"Q"), naći 
će se poznatim načinom. Pravac VP, koji je u ravnini 7, sjeći će 
stranice karakterističnoga trokuta R'S'Q' u točkama S4,, Qi, Su". 
Pravac će VT sjeći opet stranice karakterističnoga trokuta 2"'S"'Q" 
u točkama Si: Q,,,» S". Sastavnica S,'S," =s, bit će jedan trag 
tražene ravnine p. Budući da su oba pravca VP i VT u ovoj 
ravnini, sjeći će se sastavnice Q,,Q4, i S4,5,, u točki R, koja će 
biti u drugom tragu ravnine p. Ovaj će dakle drugi trag biti para- 
lela povučena točkom .f sa tragom S,. S pomoću ravnine p i nje- 
zina karakterističnoga trokuta nadi će se točke K4,, S, Qo,> Sor 
pravca PT, pa je zato projekcija njegova određena. (Ovakov je 
način upotrijebio Loria u centralnoj projekciji prostora sa tri 
dimenzije.) 

Pokazat ću napokon još jedan način za određenje sastavnice 
dviju točaka, u kojem nije nužno poznavati presječnu točku V 
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ravnina, koje određuju zadane točke (sl. 2.) U ravninama (R,5, Q;),, 
i (#,5,0,),, neka su zadane točke P, i Fo. Da se odredi pro- 
jekcija sastavnice P,P,, bit će nužno i dovoljno, da se odredi 
jedna ravnina, koja ide objema točkama. Ova će dakle ravnina 
9, za koju treba odrediti tragove 74, i S, pa karakteristični trokut 
(#SQ),, morati sjeći ravninu s, u točki P,, a ravninu r, u točki 
P,. Ako bismo imali tragove 8, i f,, ove ravnine, morala bi sa- 
stavnica sjecišne točke S; traga S, s tragom s: i sjecišne točke 
traga ro i traga 7, prolaziti točkom P,, jer su pravci rar i Si 
tragovi ravnine r,. Isto bi tako morala ići točkom P, sastavnica 
sjecišnih točaka (s1S,) = Si i (rf9,) = R?. No lako ćemo moći uči- 
niti, da točka R? bude u točki (ri,f91) = A!. Sjecište ćemo naime 
R! tragova rai ro spojiti s točkama P, i P,. Prva će sastavnica 
sjeći si u točki Si, a druga će sjeći trag 31 u točki Si. Pravac će 
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dakle s, = S1S1 biti jedan trag tražene ravnine , a paralela povu- 
čena točkom R, s ovim tragom bit će pravac 7, dakle drugi 
trag ove ravnine. Ovo je prvi uvjet za to, da su točke P, i P, 
probodišta ravninA 7, i T, s ravninom p. Od sastavnice P;P, po- 
znate su nam dakle već obje karakteristične točke ft i S' u tra- 
govima 79, i 81. Imamo još odrediti točke S, i Q, ovoga pravca, 
a to ćemo učiniti s pomoćue pravaca 8, 1 do, Koji određuju rav- 
ninu 9. Točku 2 karakterističnoga trokuta ove ravnine 2 možemo 
doduše izabrati po volji na tragu 7,, no onda su ostala dva vrha 
Si Q ovoga trokuta na S, već određena. Jednostavniji će postupak 
biti, ako odredimo jednu stranicu trokuta, na pr. SF. Točkama 
Q, i Q, povući ćemo paralele s tragovima &,S, i F4S, pripadnih 
ravnina zm, i z,; ove će se paralele sjeći u točki (Q). Spojnica 
(Q)P, siječe #,S, u točki (Su), a spojnica (Q)P, siječe R,S, u 
točki (Sa). Pravac (S) (Su) = RS siječe trag f9, ravnine ? u točki 
R, trag S, u točki S, a paralela povučena s ovim pravcem točkom 
(Q) siječe trag S, u točki Q, pa je trokut RSQ traženi karakteri- 
stični trokut ravnine p. Potražimo li naime presječnu točku rav- 
nina Pir, ili pi, s pomoću stranice RS i stranica 2,5, do- 
tično f.S4, dobit ćemo u istini sjecišne točke P, i P, na pravcima 
R1S1 i R1Sf. Iste će se ove sjecišne točke dobiti poradi toga i iz 
stranica RQ i R,Q,, R,Q,. Suvišno je i spomenuti, da smo mogli 
najprije odrediti stranicu RQ trokuta RSQ, a najposlije točku S. 

Karakteristični trokut (SQ), određuje u presjecima svojih stra- 
nica Soy i di S projekcijom sastavnice P, i FP, obje točke 54, i 
Qo,, pa je tako sastavnica određena. Ovaj će način određenja biti 
po svoj prilici najjednostavniji, jer nije potrebna konstrukcija sje- 
cišta V obiju ravnina rm, i 7. 

Ako je jedna točka P, zadana u ravnini s,, a druga P, na 
pravcu 9, moći će se za određenje sastavnice P, P, upotrijebiti 
makar koja od ovih triju prikazanih konstrukcija. Najbolje će u 
ovom slučaju poslužiti prvo rješenje, jer će se moći odmah prav- 
cem p, i točkom P, položiti ravnina p. 
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3. Da se nekom ravninom sz i točkom PP, koja je pobliže 
određena ravninom (R'S'Q'), položi prostor 11,, moći će se po- 
stupati na više načina. Odredit će se na primjer sjecišna točka V 
ravnina s i (HWS'Q'), pa će se onda pravcem VP i makar kojom 
točkom .X ravnine 7 položiti ravnina. Obje će se ove ravnine sjeći 
u pravcu V.X, pa će zato biti u istom prostoru [],. Drugi će način 
rješenja biti ovaj. U ravnini će se r izabrati pravac <, pa će se 
ovim pravcem i točkom P položiti ravnina £. U ovom se načinu 


bod 


dade određenje ravnine € znatno pokratiti. Trag S, ove ravnine 


možemo izabrati posve po volii. Taj će trag sjeći pravac Q'S' rav- 
nine (2'S'Q') u točki S". Budući da ravnina S mora ići točkom 
P, morat će sastavnica S"'P ići sjecištem A" pravaca, koji su po- 
vučeni točkama AR i R' paralelno sa stranicama S, i S'Q' karakte- 
rističnih trokuta za ravnine € i (R'S'Q'). Uza to dakako nije po- 
trebno ni znati, gdje je točka A. Ona će biti na pravcu, koji ide 
sjecištem R" paralelno sa 5,. Ovaj će dakle pravac 7, biti drugi 


trag tražene ravnine ć. Budući da su ravnine £ i rz u istom pro- 


storu, sjeći će se u pravcu =, koji je dostatno određen sa dvije 
točke. Jedna je točka sjecište traga S, sa stranicom Q,,5,, a druga 
je sjecište pravaca, koji su točkama AR i A, povučeni paralelno sa 
$ 1 5,0. Jedna je od ovih paralela pravac 7,1. Da se ravnina € 
potpuno odredi, trebat će još odrediti njezin karakteristični trokut, 
a to se može učiniti s pomoću točke U, na z, kako je bilo po- 


kazano u čl. 1. 

4. Vries prikazuje određenje nekoga prostora samo za taj 
slučaj, da su zadana dva pravca onoga prostora. Ako je zadan 
pravac pidvije točke Vi N, bit će određenje po Vriesovu 
načinu spojeno s dugotrajnom konstruktivnom operacijom, jer će 
se najprije morati odrediti pomoćni jedan prostor i sastavnica to- 
čaka M i N u ovom prostoru. Onda će se tek položiti prostor, 
koji ide pravcima p i MN. Ako su točke M i N određene u A, 
s pomoću dviju ravnina mi v, moći će se određenje prostora £, 
svesti na pređašnje operacije. Moći će se na primjer naći sa- 
stavnica MN s pomoću ravnina » iv, pa onda odrediti prostor 
s =(p, MN). Ili će se točkom M i pravcem p položiti jedna, a 
točkom _N i istim ovim pravcem druga ravnina. Obje će ove rav- 
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nine biti u istom prostoru ž,, koji se traži. Napokon se može 
pravcem p i jednom točkom (M) položiti ravnina, a onda ovom 
ravninom i drugom točkom prostor ž,. 


Najjednostavnije će rješenje ove zadaće biti ovo. Točkom M 
položit će se makar kakova ravnina u", koja siječe pravac p u 
jednoj točki P', a točkom N opet ravnina v", koja p siječe u 
P". Pravac p i svaka sastavnica MP' i NP" određuju dvije rav- 
nine, koje su u istom prostoru ž;. Ova će konstrukcija biti zato 
najjednostavnija, jer će se ravnine u" i v" moći točkama M i N 
položiti tako, da sijeku pravac p u istoj točki P" = P"". Osim toga 
se može uzeti ova točka u neizmjerno dalekoj točki na p, t. j. 
točkama će se M i N položiti ravnine 1." i v" paralelno s prav- 
cem p. 

U određenju prostora Ž,, koje slijedi, prikazana je dakle ujedno 
i konstrukcija ravnine (w"), koja je točkom (M) položena 
paralelno sa zadanim pravcem (p). U sl. je 3. prikazano 
samo određenje ovakove ravnine 1". Druga se ravnina (v") do- 
biva posve istim postupkom, a onda je i prostor ž,; određen. 


_————— —Bešinij.-LL<L 


411) PRILOG CENTRALNOJ PROJEKCIJI PROSTORA SA ČETIRI DIMENZIJE. 91 


Pravac je p zadan svojom projekcijom Po, i karakterističnim 
točkama R4, So» 81; Qi. Točka je M određena svojom projek- 
cijom M,, i karakterističnim trokutom (SQ). Točkom M ide 
samo jedna paralela g s pravcem p. Centralna će projekcija pravca 
q ići točkom Q, na P,. Osim toga će pravci p i q biti u istoj 
ravnini. Tragovi r4 81' ove ravnine naći će se prije istumačenim 
načinom (čl. 1.) s pomoću točke 74, na Py, a uzet će se u obzir 
i to, da će u ovoj ravnini biti točka M,,. Na pravcu 4, imamo dakle 
tri karakteristične točke, i to Q,, S,' = (S,', do), Roy E (For do1)- 
Preostaje još određenje četvrte točke Bu 

Pravcem q možemo položiti 00% ravnina (w''), koje će biti para- 
1 S, ovakove ravnine možemo po 


volji položiti točkama Ri, i S,'. Budući da je broj mogućih rav- 


lelne s pravcem p. Tragove #7, 


nina (w") upravo 00%, možemo i jedan vrh karakterističnoga tro- 
kuta za makar koju ovakovu ravninu izabrati po volji. 


Izabrat ćemo RH" na ra Jedna će stranica karakterističnoga 
trokuta biti sastavnica R"Q,,, jer je pravac q u ravnini u", koja 
se određuje. Prema tomu je sjecišna točka (8, R"Q,) = Q" drugi 
vrh trokuta za ravninu p". Treći će se vrh S" ovoga trokuta 
odrediti ovako. Stranica R''Q"' i stranica AQ trokuta one ravnine, 
u kojoj je zadana točka M, daju sjecište 1. Paralele u S" i S sa 
stranicama &"Q" i RQ sijeku se u točki 2, tako da sastavnica 12 
ide točkom M,4,, a to s toga razloga, što obje ravnine imadu za- 
jedničku točku M. Točka će se dakle S" naći u presjeku traga 
5 i paralele povučene točkom 2 s pravcem f"Q". Pravac je 
R"S" treća stranica trokuta za ravninu u". 

Budući da je pravac q u ovoj ravnini, bit će sjecište Su pro- 
jekcije do, sa stranicom 2"'S"' tražena četvrta točka za q,,. Ova će 
se ista točka dobiti istim načinom za makar koji trag r,, (kroz Ri, ) 
i za makar koju njegovu točku &'"'. Budući da su opet pravci p 
i g u istoj ravnini, određen je i karakterističan njezin trokut. 
"Treba samo spojiti S4, sa So, DA Pg1; OVA sastavnica siječe Ta u 
RA, a pravac W'Q,, daje u presjeku sa S' vrh Q'. U ovoj je 
ravnini pravac p i točka M. Prikazan je dakle s pomoću para- 
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lelne ravnine 1" nov način za određenje ravnine, koja ide prav- 
cem i točkom. Ovdje dakle ne će trebati odrediti točke U, kao 
u čl. 1. 

Za ravninu, koja ide pravcem p i drugom zadanom točkom N, 
ne će trebati naći cijeli karakteristični trokut 1""'S'""'Q'"", nego će 
biti dovoljno, ako je poznat samo jedan njegov vrh. Ovako će 
biti određen smjer triju paralela, koje prikazuju centralnu projek- 
ciju prostora ž,. 

Ovim će postupkom biti znatno pokraćene i ostale sastavljene 
projektivne operacije u prostoru R,, a i u metričkim problemima 
moći će se upotrijebiti istumačene polakšice. Centralna nam je 
projekcija u prostoru sa tri dimenzije pokazala, koje momente 
imamo uzeti u obzir, da cijeli sistem ove vrste projiciranja učinimo 
što jednostavnijim. Ovi će se isti momenti imati uzeti u obzir _već 
u početku centralnoga projiciranja za prostor R, osobito zato, da 
ne bi u razvoju istraživanja nastale zapreke poradi formalnih po- 
teškoća. 


Resume. 

Ci-dessus j'ai donnć quelques ,Annotations a la projection cen- 
trale de |'espace a quatre dimensions“. Il s'agit d' une maničre de 
dćtermination d'un point dans la projection centrale a quatre di- 
mensions, diffćrente de celle qui a ćtć ćtablie par M. Veronese 
et M. de Vries (voir les memoires cit68). J'ai admis la propo- 
sition de M. Loria, en fixant un point quelconque par un plan, 
mais je dćveloppe les projections dans le plan R,, et je m/efforce 
a simplifier les constructions autant que possible. Or, il ne 
sera pas facile de passer de cette maničre A celle de M. Loria 
qui a pour but: dćvelopper les općrations (dans l'espace), en dć- 
terminant un point par un espace quelconque. 

J'ai pris en considćration seulement ces općrations projeetives 
qui dćpendent d'un ou de plusieurs points donnćs, en ayant posć, 
comme fondamentale, la dćtermination d'un plan qui passe par un 
point et une droite donnće. Par ce procćdć on n'aura pas besoin 
de dćterminer des espaces (a trois dimensions) auxiliaires 
quand il s'agit d'effectuer des problemes qui ne d&pendent que 
des points, droites et plans. 

On voit sur la figure 1* la dćtermination du plan 7, passant 
par la droite p et par le point P, fixć dans un plan 2. II 


J 
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s agit de mener un plan (7) par p qui coupe le plan p dans le 
point P. Il sera n6cessaire de connaitre la trace sS,' et la droite 


de fuite 7,, et puis les deux droites RpQp et RpSp de ce plan 


(7). Les premičres deux droites seront trouvćes a 1 aide d' un 
point 74, sur p, et les deux autres a | aide d' un point 0, sur 
la m&me droite. Ces deux points sont les intersections de la droite 
p avec deux espaces fi,, menćs par le plan p, dont le premier 
contient Je centre de projection (C4) et dont !' autre est !/, per- 


pendiculaire sur !' espace de projection A. On donne la construc- 


tion planimćtrique de ces points par un procćdć bien simple, sans 
y faire recours a la determination constructive des espaces 
auxiliaires. | 

Sur la figure 2* on donne une dćtermination de la droite de 
jonction des deux points P, T, donn6s dans les plans re- 
spectifs z et 7. II s agit de mener un plan qui coupe les deux 
plans donnćs dans les deux points donnćs respćetifs, sans emploi 
du point commun aux plans z et <", et sans _usage des espaces 
auxiliaires. 

Ayant dćmontrć, comment on se sert de ces methodes dans le 
cas de determination d' un espace, passant par un point et par 
un plan donnć, j'ai traitć enfin la question de determination d' un 
espace qui contient une droite et deux pointa donn&. J'y 
ai fait usage des plans, menćs par les points donnćs, parall&člement 
a la droite donnće (fig. 3%). Cette solution contient une maničre 
de faire passer un plan par une droite et un point, autre que 
celle-la qui ćtait ćtablie plus haut. 

Par ces procćdćs on rendra plus courtes les constructions des 
autres problčmes simples et composćs. La denotation et le dćvelop- 
pement de la projection centrale sont d'ailleurs d' aceord avec la 
maničre due a M. de Vries. 


O zakonu recipročnosti za ostatke /"-tih 
potencija u algebarskim brojnim tjelesima, ako 
je € prost broj. 


Primljeno u sjednici matematičko-prirodoslovnoga ragreda Jugoslavenske 
akademije snanosti.+ umjetnosti dne 30. svibnja 1906. 


NAPISAO DR. STJEPAN BOHNIČEK. 


Metoda, kojom sam se poslužio pri dokazivanju zakona reci- 
pročnosti za bikvadratne ostatke potencija u algebarskim brojnim 
tjelesima, vodi do cilja i pri istraživanju ostataka /"-tih potencija. 
Prema sadašnjem je stanju znanosti bitni dio dokaza za zakon 
recipročnosti poznavanje zakona recipročnosti u izvjesnim kružnim 
tjelesima, no taj je zakon za tjelesa Ž"-tih kružnih jedinica, ako 
jen —>1, izveden tek za slučaj 1" ==2% a nedavno sam izveo 
(isp. moju radnju u 169. knjizi ,Rada“ str. 1) tako zvani FEisen- 
steinov zakon recipročnosti za tijelo osmih kružnih jedinica. Tako 
resultati, što su dobiveni u prvim paragrafima ove radnje od 8 1. 
do &$ 12., valjaju sasvijem općeno, dok se ostali paragrafi osla- 
 njaju na zakon recipročnosti u tjelesima i"-tih kružnih jedinica, 
te zasad, dok taj zakon nije općeno dokazan, vrijede tek, ako je 
n > 1, za slučaj, da je 1" jednako 2* ili 25. 


S1. 


Relativno ciklično tijelo K,, kojega je stepen poten- 
cija prosta broja l. 


Neka bude & makar koji prost broj, a n kojigod pozitivan cio 
racionalan broj. Stavimo 
Zo d0 


a 
. 
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pa neka bude & kojegod imaginarno brojno tijelo nadređeno kruž- 
nome tijelu #(,), a uz & neka su i sva sa & konjugirana tje- 
lesa imaginarna. Ako nam u predočuje makar koji cijeli broj u 
tijelu &, koji nije jednak i-toj potenciji kojega cijeloga broja istoga | 
17 
tijela &, nastat će adjunkcijom veličine Vu k tijelu & s obzirom 
in 
na k relativno ciklično tijelo X, = K (Vi, %), kojega je relativni 
stepen s obzirom na k jednak /?. 
In 
Označimo li sa S supstituciju Va: ČaV u, to se sastoji rela- 
tivna grupa tijela X, s obzirom na & iz supstitucija 


n__ 
1 S, 8% ..., SP"—i, 
a relativna grupa istoga tijela X, s obzirom na tijelo 


in—1 
K,_i=K (Vu, k) 


iz supstitucija 


1, SP—1, ga—1, Sli— Dim, 


82. 


: n 
O relativnoj diskriminanti tijela K(V u). 

Neka bude & kojegod algebarsko brojnu tijelo sa svojstvom 
gore označenim, a u cio broj u &, koji nije jednak /-toj potenciji 
cijela broja istoga tijela k. Označit ćemo sa Din = relativnu 

mn Vu, k 
diskriminantu tijela X (Vu, k) s obzirom na &; nadalje sa D 1 


Vu, k 
De 1,Dru#_ #,... 


» Domom po redu relativne dis- 


Ve, Vu Vu, Vu Ve, Va 


3. 


kriminante is K Vi.) s obzirom na &, tijela : Vo s obzi- 
13 
rom na K Vu : pala K (Vu) s obzirom na Ka ),...,) na 
Sid 
pokon tijela K W4) s obzirom na tijelo X (Y/,, ). 
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Relativna diskriminanta D in sadržava samo one proste ideale 
m Vu, k 
tijela K (Vu ) kao faktore, koji su sadržani bar u jednoj od rela- 


tivnih diskriminanata D717, Du 1, Du #,..., 
Vuk Vu Vu Vau, Va 
in 
Dimo m—i. Nadalje je svaki prosti faktor tijela X (Y/, ), sadržan 
Vu, Va 
u Kojoirod od tih diskriminanata, sadržan također u svakoj diskri- 
minanti toga niza, koja iza nje dolaži No ipak je moguće, da di- 
skriminanta, koja u nizu kasnije dolazi, više prostih ideala tijela 


m 
K (V u. ) sadržava nego diskriminante, što stoje pred njom. 

O prostim idealima sadržanim u tim relativnim diskriminantama 
može se +pogledati radnja W. Lietzmanna: Zur Theorie der 
n-ten Potenzreste in algebraischen Zahlkčrpern. Mathem. Annalen 
60. Bd. 

Mi ćemo dokazati o relativnoj diskriminanti D 1" ovu poučku: 


u, k 
1. poučka. Neka budu u, v, dva koja mu drugo cijela broja 
tijela &, koji nijesu te potencije cijelih brojeva istoga tijela &, pa 
neka bude prosti ideal [, tijela & sadržan u 1—*,, točno u ,-toj, 
a u brojevima u, u, točno u a-toj potenciji. Postoji li tada relacija 


L[nlh—(n—1)in—1 
(1) U. = UI (1 ne # % ši 


to su relativne diskriminante D m , Dim ili zajedno proste 


Vuk o Va,k 
prema 1, ili zajedno djeljive sa |,. 


Dokaz. Da to dokažemo, valja samo pokazati, da je uvijek, 
ako je D im = prosto prema l,, veći D im prosto prema l,. 


u, k ii, k 
Uzmimo dakle, da je D in prosto prema l,. Ako su relativne 
Vu, k 
diskriminante Dim, Di obje proste prema 1, mora biti 
Vu, k u, k 


prema l, prosta sa nm diskriminanta tijela, šoje nastane 


in 
sastavbom tjelesa X Va )iK (Vu,), uzeta s obzirom na &. No 
mn mn 


tijelo, što nastane sastavbom tjelesa X (Vu)i K (Vu), identično 
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In In 
je sa tijelom, što nastane sastavbom tjelesa X (Y)i K(Vuu,l—1). 


Prema tomu nam valja dokazati, da je relativna diskriminanta 


Ih 
tijela K (Vuy,l—1) s obzirom na k prosta prema lj. 

Ako jeu (l) na =1, to izlazi istinitost poučke iz teorije osta- 
taka i-tih potencija. Stoga se možemo pri dokazivanju te poučke 
za makar kakav xn poslužiti potpunom indukcijom. 

Uzmimo, da je poučka već dokazana za n =5s—1, pak ćemo 
tada pokazati, da ona valja i za #=s, ako valja kongruencija (1). 

Neka bude relativna diskriminanta D1'—1 prosta prema l,;. Do- 

4, k 
kazat ćemo, da je onda uvijek i Dis = prosto prema l,. Budući 
ti» k 
da su relativne diskriminante D #—1 i D i#—1! proste prema [,, 
Ve, k Va, E 
mora biti prema 1, 'prosta i relativna diskriminanta tijela, koje 
| 181 8—1 
nastane sastavbom tjelesa X (Vu) i K (Vu,), uzeta s obzirom 
1—1 18—1 
na k, ili — što je isto — sastavbom tjelesa K(/,) i K(y uugl—1). 
88—1. 
Označimo li sa % prost ideal tijela X (V'4y,1—1) sadržan u l,, dat 
m 8-1 
će se poradi toga naći cio broj z u tijelu X (Yuy,i-1), tako da 
bude 
18—2 


a 
(%) Vu zat, (oči ui: =) ' 


No poradi (1) u našem je slučaju 


zul = Mb, (Als ——1—lHa), 


a odavle izvodimo, da je 


18—1 19—2 4 + a 

V usi! = EVu, ' ko pre 

gdjeno je £ 1—1-ti korijen jedinice. Budući da je £ svakako Kita 

potencija broja u &, možemo zadnju kongruenciju napisati ovako: 
R. J. A. 165. 1 
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_ 18—1 
gdje nam je # cio e tijela K(V,,, 


vl ). Dakle je relativna 


18—1 
diskriminanta tijela X VET 8 obzirom na tijelo X (y" uu 1-1) 
prosta prema 1,, a tim je 1. poučka dokazana. 

Još ćemo ovdje da dokažemo ovu poučku: 

2. poučka. Ako su u, u, dva kojagod cijela broja tijela &, 
koji nijesu kte potencije cijelih brojeva istoga tijela &, pak ako 
su relativne diskriminante D m iDm = proste prema kojem 

Va k oVak 
mu drago prostom idealu y tijela &, to je i relativna diskriminanta 
D i prosta prema p. 
Vuu, 9 k : 
Dokaz. Poradi pretpostavke o relativnim  diskriminantama 


Dw ,Diwm mora i relativna mn tijela K,, koje 
Vu, k Vu,, k mm 
nastane sastavbom tjelesa X (Vu) iK Va), uzeta s obzirom na k, 


biti prosta prema 9. Obazremo li se sada na to, da je tijelo 
in 

K ( Vuu,) sadržano u tijelu K,, uvidjet ćemo smjesta, da je 2. poučka 

ispravna. 


8 8. 
In 


O normnim ostacima tijela K (y). 


O Legendre-ovu simbolu u tijelu & valja vidjeti Lietzmannovu 
radnju u Mathem. Annalen Bd. 60. . 


Ako je « cio broj u &, a a ideal u & prost prema *, označit 
ćemo u ovoj radnji svagda sa 


Legendre-Jacobijev simbol za ostatke potencija “toga stepena 
u tijelu X. 
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Definicija. Ako su vi u dva koja mu drago cijela broja u 
k, a V prost ideal u &, koji nije sadržan u Č, pa ako je p sadržan 
u u točno u a-toj, u v točno u b-toj potenciji, prikazat ćemo raz- 

a 
lomak m u obliku = , gdjeno su ?, s cijeli brojevi u & prosti 


prema 9, i definirati simbol po ) jednadžbom 
n 


o ()=(73)4 ().(). 


Tim je simbol (—-" 


jednoznačno definiran kao 8"-ti ko- 
n 
rijen jedinice. Za nj valja poučka : 


3. poučka. Ako su u,“ 4, Vi, U%, v*, 2, B, y, d cijeli brojevi 
u k, a 9 prost ideal u &, koji nije sadržan u I, to je 


. (oh 


m; wi ), za si 
REFLEKS 

o (FOPh-ČE. 

o (ev ao kh 3=(g)" 


Dokaz!'. Ispravnost jednadžbe (2) i (8) izlazi neposredno iz 
definicije simbola. Da dokažemo (4), uzet ćemo, da je P sadržan 


1 Taj se dokaz prislanja posve na analogni dokaz u teoriji osta- 
taka (-tih potencija (isporedi D. Hilbert: Theorie des relativqua- 
dratischen Zahlkčrpers; Mathem. Annalen Bd. 51 [citira se sa H. Rq. 
Z.); Ph. Furtwangler: Ueber das Reciprocititsgesetz der  /-ten 
Potenzreste itd.; Abh. der kčn. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gčttingen 1902 [citira se sa F.].) 

* 


100 S. BOHNIČEK, (7) 


u u točno u a-toj, u v točno u b-toj, a u v, točno u d,-toj poten- 

ciji, pa neka bude 

v2 
a 


U. 


m% Lio (m)* Pa 


M. 1 ut+b, Ki GG Gj 


gdjeno su 0, S, P,. Gy, a prema tomu i ??,, 55, prosti prema ov. 


Tada je 


v, U. ZNANE —1\4(0+b,):1—1) Đ g\>I1 (e 5, —l1 

GOHIetek GLE Je 
—1) 4(0+0,;)(2—1) /90, 5ai\—1 

51 ari ' 


No budući da je 


. _(—1 \28+0)—1D /29, \ (66, jA 
: . : ), GAJE 


vidimo, da je jednadžba (4) ispravna. Jednadžba se (5) dobije 
sada lako s pomoću (3). 

Da se uvjerimo o ispravnosti relacije (6), treba se samo oba- 
zreti na to, da je 


a poradi toga 


: V, U. 
Simbol nI dovest ćemo u svezu s pojmom 1*-toga norm- 
n 


noga ostatka. 

Definicija. Ako su nam v i u dva cijela broja tijela ž, a u. 
nije jednak 1"-toj potenciji cijela broja istoga tijela &, pak ako 
nam tw naznačuje makar koji prost ideal u &, nazvat ćemo v 

In 
normnim ostatkom tijela E (Vu) s obzirom na %, ako 
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In 
je v kongruentan relativnoj normi N 1 cijela broja u K(Y,) 
u, k 
s obzirom na svaku potenciju ideala mw. U svakom ćemo drugom 


in 
slučaju zvati v normnim neostatkom tijela K (Yu) s ob- 
zirom na %. 


U slučaju pak, da je u l"-ta potencija cijela broja u ž, zvat 
n 


ćemo v uvijek normnim ostatkom tijela X (Vu) s obzirom na tv. 

Valja poučka: 

4. poučka. Neka budu v, u dva cijela broja u k, a u neka 
ne bude kvadrat cijeloga broja u k. Nadalje neka bude p prost 
ideal u &, koji nije sadržan u b, i neka bude taj prosti ideal p 
sadržan u broju v točno u b-toj potenciji. Onda je nuždan i do- 


I 
voljan uvjet za to, da bude v normni ostatak tijela K(Y/y.) s obzi- 
In 
rom na p, da postoji u K (Vy.) cio broj A, za koji valja kon- 
gruencija 


v=NE o (A), Qt). 
u, k 


Ako je pak I, prost ideal tijela & sadržan kao faktor u 1—č, 
točno u l,-toj potenciji i ako je l, u v sadržan točno u b-toj po- 


tenciji, nužno je, a i dovoljno, da bude v normni ostatak: tijela 
Im 


K (Vu) s obzirom na [,, da postoji kongruencija od oblika 


v=NPo (A), (dia —to—neH) ' 
Vu, k 


in 
gdje je A cio broj u K(V/.). 
Dokaz je sličan dokazu za analogni slučaj teorije F-tih normnih 
ostataka. 


Tom ćemo se poučkom poslužiti pri dokazivanju ove važne 
poučke: 
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9. poučka. Ako su v, u dva cijela broja, a p prost ideal u *, 
koji nije sadržan u Ž, to je v onda i samo onda normni ostatak 


rad 
tijela K (Yu) s obzirom na p, ako je 


Oe 


Dokaz. Ta je poučka za slučaj n==1 u teoriji ostataka _-tih 
potencija već dokazana. Ako je pak u 85-ta, (s=E0), potencija, ali 
ne više 5+1.ta potencija cijela broja u &, svodi se dokaz potpu- 
nom indukcijom na teoriju #—*-tih ostataka. 


Ako je naime u = Tad lako se uvjerimo na temelju jednadžbe 
(95), da je 


zn 
Po definiciji je u tom slučaju v normni ostatak tijela X (Yy.), 


Im—s 

ako je on normni ostatak tijela X (V =,) s obzirom na V, a-tim je 
Ih 

svedeno za taj slučaj istraživanje normnih ostataka tijela X (Vu) 


In—3 
na istraživanje normnih ostataka tijela .XC (Vu, ). 


Na temelju ispravnosti 5. poučke za slučaj, da jen =1, mo- 
žemo lako pokazati, da je ta poučka valjana, ako jen =2,a u 
i-ta potencija cijela broja u &, i tada onako, kako ćemo u ovom 
paragrafu razložiti, dokazati, da ona valja i onda još, ako u nije 
l-ta potencija cijela broja u &. Kako je pak to dokazano, možemo 
prijeći k istraživanju slučaja n = 3 i t. d. 

Ako je napose u i"-ta potencija cijela broja u k, razabira se 
ispravnost naše poučke već iz definicije normnoga ostatka i sim- 


bol pu | 
ola p . 


U slučaju, da je v jednak 8-toj, ali ne više 15T1-toj potenciji 
cijela broja u k, opet se svodi dokaz na teoriju ostataka 2" —*-tih 


15 


potencija. Stavimo li naime y == v,*, valja jednadžba 
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Don Po Jn—s 


Prema tomu smijemo dakle pri daljem dokazivanju uzeti, da 
vip nijesu He potencije cijelih brojeva u X. 

Prvi slučaj. vi u oba su prosta prema v. 

Tada je po definiciji 


KE 
>> = 1. 
o uska 


Treba dakle dokazati, da je u tom slučaju v uvijek normni 
in 


ostatak tijela K (Vu) s obzirom na y. 


Za n = 1 dokazana je ta tvrdnja u teoriji ostataka /-tih poten- 
cija. Ako je nadalje n = 2 i ako stavimo 


(7) vsN1I  (A,), (0), 
Vu,ko— 


: 1? 
moći ćemo naći cio broj A, u XK (Vu) tako, da bude 


(8) AsNuo 1 (A2), (0). 
u Va | 


' Ž 
Zaista ako je », koji mu drago prost ideal tijela X (Y/,.) sadržan 


uh; AND resa , pro) sa M, s obzirom na & relativno konju- 


U 
girani i među sobom različiti prosti ideali tijela X (',,), moći ćemo 
l2 
uvijek naći u tijelu XK (Vu) cijele brojeve B,, B,',..., B,(2 tako, 
da bude | 


A SNI (B,), — (9,), 
4, 
Ay=N Do (B,'), (0), 
Vu, k 
A=NI (B2(2), (1, (2). 
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l2 
Odredimo li sada cijeli broj A, u K(Yy.) prema kongruencijama 


Ag =5,, (9), 
A =BJ, (b'), 


A, = B,(, (b, (2), 


valjat će za A,, A, kongruencija (8). Kongruencije (7) i (8) pru- 
žaju zajedno dokaz 5. poučke za taj slučaj. 


Taj postupak možemo nastaviti. : 
im— 
Uzmimo, da smo već dokazali, da u tijelu X (Vu ) ima broj 
Ay—1, za koji je 


(9) vs Nm—1i  (A,_1) (0). 
Vu, k 


' zn 
Onda će se moći naći u tijelu X (Y/p.) cio broj A, tako, da bude 


(10) Ag—1= Nim 1—1 (A), (). 
M, Vu 


m—1 
Zaista ako je P,_1 koji mu drago prost ideal tijela K(Y, ) 
" (a) 


sadržan u h, a RNA Pa—1> + + < > Pai SA Pai S Obzirom na k 

relativno konjugirani i među sobom različiti prosti ideali tijela 
m—i1 In 

K (Vu), moći ćemo uvijek naći u tijelu K (Y,,) cijele brojeve 


, 


a 
By, Ba; + .., B, tako, da bude 
Am—15 Nm m—! (B,), (9,—1), 
Va, Vu 
An—i = Nin m—1 (B,), (P,—1), 
Vu, Vu 


(a) (a) 
Ag—i1= Nm om—i (B,), Q-a). 
Vu, Vu 
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In 
Odredimo li sada cijeli broj A, u K(Y,) prema kongruencijama 


.* = B, , (P,—1) > 
n - B, , (P,—1) > 


> 
I 


valjat će za A,_1, A, kongruencija (10). Kongruencije (9) i (10) 
daju dokaz 5. poučke za naš prvi slučaj uopće. 

Drugi slučaj. u je djeljiv točno a-tom potencijom prostoga 
ideala 1', a v je prost prema ». 

Po definiciji je tada 


in 
Uzmimo, da je v normni ostatak tijela _K (Vu) s obzirom na ». 


In 
Tada ćemo moći naći u tijelu X (Yu) cio broj A, tako, da bude 


(11) v=N m (A), (. 
u, k 


Ako je a djeljiv točno s-tom potencijom broja 4, pak ako ozna- 
ih 
čimo sa p( prost ideal tijela X (V'u.) sadržan u p, moći ćemo 


18 
naći u tijelu X (Yy.) cio broj A, tako, da bude 


A, = A, (p(). 


n 


Obazremo li se na to, moći ćemo kongruenciju (11) napisati u 


obliku 


z pe 
' | Nu 4) | , (9); 
Vu, k 
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dakle je doista 


(12) ( : ) — +1 


a ; 


Ako pak postoji jednadžba (12), moći ćemo naći u & cio broj 
a tako, da bude 


(13) vzal" (9). 


Budući da je a djeljivo točno sa 1%, dat će se nađi cio broj u* 
18 15 

u & prost prema p tako, da bude K(Yu) = K(V p*). Stoga je 

prema već dokazanom prvom slučaju * normni ostatak tijela 


13 
K (V u) s obzirom na p. Moći ćemo uvijek odrediti cio broj A, u 


18 
K(V u) tako, da bude 


a= Nu (A4), (9). 
u, k 


Uvrstimo li to u (13), dobit ćemo, da je 
v= Nm (Ag), (0), 
u, k 


kako je trebalo dokazati. 

Treći slučaj. » je prost prema y, a v djeljiv točno b-tom 
potencijom prostoga ideala p. 

Po definiciji je u tom slučaju 


PoI 


Ako je b djeljiv sa 1", lako se uvjerimo, da je tada uvijek v 
in 
normni ostatak tijela X (V u) s obzirom na k. Stoga ćemo uzeti, 


da je b djeljiv točno sa VP, gdjeno je s<n. 
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—b 
Uzmimo, da je (4) = +1 ili, što je isto, da je 
n 


' 
a 


In—s 
Tada se raspada p u tijelu K (Vu) u 1"—* među sobom različitih 
prostih ideala. Označimo jedan od njih sa #8, pa neka bude ll 
1n—s 
broj u X (V ,,) točno djeljiv prvom potencijom ideala 5, a prost 
In—3 
prema idealima relativno konjugiranim sa 8 u K (Vu). Tada je 


z = Nm (TI) 
Vu, k 


broj u & točno djeljiv prvom potencijom prostoga ideala 1. Neka 
bude nadalje # prema p prost cio broj u &, koji je djeljiv sa , 


' n 
onda je v* = — p! cio broj u & prost prema y, te stoga mora 
T . 


da bude 
vu 
EN = 1. 
Eek dij 


In 
Moći ćemo dakle naći u K (V u) cio broj A, tako, da bude 


*=Nmo (Ay), (). 
uk 


Odredimo li sada cio broj p* prema kongruenciji 


p*=1, (At), 


dobit ćemo relaciju 


b b 
vs Nim & N#A,|, (+), 
Vu, k i 


in ; 
a to znači, da je v normni ostatak tijela X (V u) s obzirom na ». 
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In 
Uzmimo sada obrnuto, da je v normni ostatak tijela K ( Vu) 
U. 


—b 
s obzirom na 9. Pokazat ćemo, da tada mora biti (4) = +1. 
n 


in | 
Po pretpostavci ima u K (Y',) cio broj A,, tako, da je 


(14) vs Nm (A), (0). 
u, k 


U našem je slučaju relativna diskriminanta_ D) M = prosta 
Vu, k 


F1 ili, što je isto, (4) ==1; 
| P Jm-s 


morala bi norma N se (A,) biti djeljiva najmanje 15+!-tom po- 
,» & 

tencijom  prostoga ideala. Pp, a to je protivno kongruenciji (14). 
Tim je 9. poučka i za treći slučaj dokazana. 

Četvrti slučaj. u je djeljiv točno a-tom, a v točno b-tom 
potencijom prostoga ideala y. 

Ako je koji od brojeva a, b djeljiv sa 2", lako se dokaže isprav- 
nost poučke, pak ćemo stoga uzeti, da nijedan od tih brojeva 


aa u \— 
prema p. Kada bi bilo (4) 


n 


nije djeljiv sa 2". 

Neka bude a djeljiv točno sa , a b točno sa U, pa neka bude 
ponajprije 2 s. Tada ćemo moći odrediti dva cijela racionalna 
broja c, d tako, da bude 

b + ac = dl*. 
. Ako je sada s cio broj u & točno djeljiv prvom potencijom 
prostoga ideala y, a p cio broj u & djeljiv sa so ali prost prema 


NAV 


poto je *=v(—1)-D) pe cio broj u & prost 


prema 9. Prema (2) do (6) mora biti 


C5).-(99) 
TI Ani ra 


Uzmemo li, da je prvi od tih simbola jednak 1, mora i drugi 
biti jednak 1. Dakle je tada 
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(5) 
Don Von 


No budući da je v* prost prema p, mora po onome, što je već 
In 


dokazano, taj broj v* biti normni ostatak tijela X (Y/y.) s obzirom 
na ), no sa v* je uvijek i v takav normni ostatak. Obrat se do- 


kazuje slično. 
Uzmimo nadalje, da je # < s, te stavimo 


a=#Pa, b=\0,. 


Ako je tada 


(14) &: ) =+:. 


I 
dokazat ćemo, da v mora biti ("ti normni ostatak tijela K(V u) 


s obzirom na %. 
Poradi (14) valja jednadžba 


().-(B)— + 


In 
Ako nam je %B prost ideal tijela X (Y ) sadržan u p, a [I* cio 
broj istoga tijela, koji je djeljiv točno prvom potencijom prostoga 
In 


(19) 


ideala B, ali nije djeljiv prostim idealima tijela X (Y 4) konjugi- 
ranima sa *B, to će biti poradi (15) broj 
=* = Nm (1) 

Vu, k 
djeljiv točno 1"-tom potencijom prostoga ideala 9, gdje je w . t. 
Moći ćemo dakle odrediti prikladan eksponenat e tako, da broj 
7 = 7* bude točno djeljiv sa oš. Stavimo li još [I*% == [l, valjat 
će jednadžba 

(16) z = Nm (1. 
Vu, k 
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ps 


t 
Prema tomu je rm“ djeljivo točno a-tom, a m2 točno b-tom 


potencijom prostoga ideala p. Ako sada označimo sa o cio broj 


u k, koji je djeljiv sa KZ a uz to je prost prema p. to su 
) 


brojevi 
v n n 
00 ej tao 
cijeli brojevi u & prosti prema ». 
Ih 


in == 
Tijelo je X (V p.) identično s tijelom K (V di ). 


Pokazat ćemo, da je 


(18) e. o, eSfe=1 aki, 


n 


Poradi (16) mora biti rz: svakako relativna norma Nin = 1s—t 
in Vu, Va 
cijela broja u X (Y,). | 
Stoga mora da bude prema onome, što je već prije dokazano, 
18—t 
(19) m, mVe|  =+1, 
p n—s-ht 
s—t 


ako je P prost ideal tijela X (V u*) sadržan u . Iz (19) izvodimo 
dalje, da je | 


I1s—t 
Ve| =+1 
D n-8 
8 ft 


V uš = A , (»). 
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No poradi (15) A je kongruentan cijelomu broju .a tijela & s ob- 
zirom na p, tako te možemo napisati, da je 


V už = «€ , (n), 


a odavle izlazi kongruencija 


n—t 
a l 


p* = ) (9), 


vadi o 


tim je dokazana ispravnost relacije (18). 
Obazremo li se na tu relaciju, moći ćemo (14) napisati ovako : 


* * \4 
20 a — S) — E =+1. 
Pm ( bon ( Don V Jn—a gi 


Budući pak da je “* prost broj prema p, mora poradi te rela- 


In 
cije da bude v* normni ostatak tijela X (Y/,) s obzirom na P. No 
sa v* je i v takav normni ostatak. Tim je gornja tvrdnja dokazana. 
Obrat se sada dade lako dokazati. Ako je 


vz Nim (A), (4), 
u, k 


jn 
gdje je A cio broj u K(V',) , a e dovoljno velik, inače koji mu 
drago, eksponenat, mora v biti sigurno također normni ostatak 

18 


tijela XK (Vu) s obzirom na y. No tada je 


o (S)-GLo 


pak se može na temelju toga dokazati, da postoji broj " gore 
razvijenoga svojstva, za koji valja jednadžba (18). Kako je to 


dokazano, odredit ćemo broj v* prema (17). Sa v je i broj »* 
in 
normni ostatak tijela K(V/,,) s obzirom na 9, pa stoga mora vrije- 
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diti jednadžba (20). Jednadžbe (18) i (20) pružaju dokaz obrata 
gornje tvrdnje. 


Tim je 5. poučka potpuno dokazana. 


8 4. 


Relativne temeljne jedinice tijela X, s obzirom na 
tijelo &. 


Neka bude stepen tijela & jednak 2m. Tada je u tijelu & broj 
temeljnih jedinica jednak m—1. 
Definirat ću sustav relativnih temeljnih jedinica 
in 
tijela K, = K(Vy, k) s obzirom na k ovako: 
Definicija: Sustav jedinica 


e 


H 


rerni me 


tijela X, neka se zove sustavom relativnih temeljnih jedinica tijela 


K, s obzirom na tijelo &, ako jedinica od oblika 


T,(S) Fogel) 
Zi ner im : [E,_1] 
samo tako može da bude simbolična (1—S)-ta potencija jedinice 
tijela K,,, ako su cijeli algebarski brojevi F, (54), ..., Fin (Zn) 
djeljivi sa. 1—%,. Tu su FM(S),..., Fm(S) cijele racionalne 
funkcije stepena (1—1)/*—1—1 sa cijelim racionalnim koeficijentima, 
a [E,—1] označuje jedinicu tijela _Z,,_1 ili takovu jedinicu u X,,, 
kojoj je i-ta potencija jedinica u K,,_j. 
Dokazat ćemo ovu poučku : 


6. poučka. U relativno cikličnom tijelu .X,, ima uvijek sustav 
od m relativnih temeljnih jedinica s obzirom na tijelo &. 


Dokaz. Neka bude 


E,_i, PH goa E,_1, P—lmn—1 
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sustav temeljnih jedinica tijela X,_y, a E, 1 takova jedinica u 


K,, da i jedinice 


nl. EI, 1s+.. <" Eni, M—1ln—1 


E 


čine sustav neovisnih jedinica; tada moraju i jedinice 


g (1——1)it—1_1 


S S 
"1 » En—1,1>> En—4, i—im—1 


n,1> E,, 19... E 


E E 


n, 1 
biti među sobom neovisne. 
Uzmimo, da nijesu, pak da je 


(1) E = u U 


gdje je F'(S) cijela racionalna funkcija stepena (I—1)I"—!—1 u 
S-u sa cijelim racionalnim koeficijentima, koja nije identično je- 


dnaka 0, a E,,_, predočuje jedinicu u X, _1. Budući da je funkcija 


1+ SU 4 ga ie 800) 


ireduktivna, moći ćemo odrediti dvije cijele racionalne funkcije 
G, (S), GG, (S) sa cijelim racionalnim koeficijentima i cio racionalan 
broj a različit od O tako, da bude 


F(S)G,(8) +A-+87' 4 82"... 800) 6 (Soma. 


Obazremo li se sada na to, da je 


P8110820)... 4 8 U— DI 


n1 


jedinica u KX,_1, dobit ćemo iz (1), ako tu jednadžbu potenciramo 
simbolično sa G, (S), da je 


RJ. A. 165. 8 
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Pi 
gdje je E,,_1 jedinica u K,_1, no to se protivi pretpostavci o 
jedinici E,, 1: 

Uzmimo nadalje, da je E,, o takova jedinica u K,, da nam i 

jedinice 

S 1_ 

s 2 gli—i)in—i—1 
n,2> E, 1 E,, 12% E,,1 g Ea EI Ih—ln—i 


E 


čine sustav neovisnih jedinica, to ćemo lako, kao i prije, pokazati, 
da su i jedinice 


S S2 g Sin -1-1 
osa 


E,oE E 


2) “1,2 1, 9 n,2 , 
S S gd—bin-I—1 
Č e LJ e E 
E, 1 E,, 1? E, 1? : n,1 : 


E,_1,b Fa-1,20::: E, 1im-Im—i 
između sebe neovisne. 
Nastavimo i dalje taj postupak. Tada ćemo tako moći odrediti 
m jedinica 
E E 


nl. >. “a m» 


da jedinice sustava 


S S u S (—D) im—1_i 
n, 8' n,8 n,8 >? n, 8 


E : 
E,_1,1 En—1,2 ++ +> Eg—1, 1 Im—1> 
&=12,..., m). 


budu između sebe neovisne. U tom sustavu ima svega I"m—1 je- 
dinica, a isto tolik je i broj temeljnih jedinica tijela X,. Na te- 
melju toga možemo kao i Hilbert! dokazati, da se uvijek dade 
odrediti potencija #“ broja / tako, da izraz od oblika 

1 D. Hilbert: Bericht tiber dje ,Theorie der algebraischen Zahi - 


kčrper“ S 55, str. 274 (Jahresbericht der Deutschen Mathematiker 
Vereinigung Bd. IV) (citirane H. A. Z.). 
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F,(8) Fm(5) 
(2) E ...E* E |. 
n 1 n, m n—1 


gdjeno su F,(S),..., F,n(S) cijele racionalne funkcije stepena 
(1—1)"—i—1 sa cijelim racionalnim koeficijentima, ne može da 
bude drukčije /“-ta potencija jedinice u K,, nego samo tako, da 
su svi koeficijenti funkcija F,,..., F,, djeljivi sa d. Isto tako 
možemo pokazati, da izraz (2) ne može da bude (1—-S)!4 ta sim- 
bolična potencija jedinice u X, osim ako su cijeli algebarski bro- 
jevi Fi (Zg),. <-> Fm(n) svi djeljivi sa 1—C,, | 
Dokazavši to odredit ćemo prema Hilbertu sustav jedinica 


H,;n...> H,,m u K,, ovako: Neka bude €, najveći cijeli racio- 


nalni broj 2 O takove vrste, da je izraz od oblika (2) simbolična 
(1—S)"-ta potencija jedinice u X,, makar da nijesu svi brojevi 


Fi (Cu); + + <-> Fm (En) djeljivi sa 1—C,,; pak neka je 


po . E“ (S) E | . gqt-9% 

n,1 nm n,1 
i tu neka n. pr. Fi (Cp) nije djeljivo sa 1—%,. Na sličan ćemo 
način odrediti i dalje jedinice H,, Sima 6 H,, m (Isporedi o tom 
H. A. Z. S 55.). 

Tako određene jedinice H, 1,..., H,, m čine sustav relativnih 
temeljnih jedinica tijela ŽC,. O tom se lako uvjerimo kao i Hil- 
bert (H. A. Z. 6 59), samo treba da se obazremo na to, da je 


moo 


n,8 
ako je F, (£,) djeljivo sa 1—Č,, produkt simbolične (1—S)-te po- 
tencije jedinice u K,, sa jedinicom tijela K,,_j. 
S pomoću netom određenih relativnih temeljnih jedinica 


H 


m, 19::+> H,, m možemo dokazati ovu poučku: 
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7. poučka. Ako nam H, 1,...,H,, m nadaje sustav rela: 
tivnih temeljnih jedinica tijela X,, s obzirom na &, to postoji za 
svaku jedinicu E, tijela X,, jednadžba od oblika 


f F8) | Fuis) 
(3) E =H ...H E u? 
n— 


n n,1 nm 


gdje je f cio racionalan broj prost prema 1; F,(8),..., Fm(S) 

naznačuju cijele racionalne funkcije stepena (1—1)!"—1—1 sa cije- 

lim racionalnim koeficijentima, a [E,,_1] predočuje jedinicu u X, _1 

ili takovu jedinicu tijela X, kojoj i-ta potencija u Z,,_j leži. 
Dokaz se toj poučki prislanja posve na dokaz u H. A. Z. 8 145; 

stoga ga ne ćemo ovdje napose razviti. 
U tijelu X,, ima samo onda jedinica, koja ne leži u K,_j, ali 

m—1 


joj I-ta potencija u K,,_1 leži, ako je Vu od oblika 


m—i1 


(4) Vu=,4 A 4-1: 


gdje je 2,_1 jedinica, a A,_1 cio broj u K,_1. U tom je slu- 
čaju [E,,_1] od oblika 


[a] = M (2) 


gdjeno je H,_1 jedinica u K,_j, a eksponenat € ima koju od 
vrijednosti 0, 1, 2,..., 1-1. 
m-1 
Prema tomu će jednadžba (3) imati u slučaju, da V u. nije od 
oblika (4), ovaj oblik: | 


f F5) FmS) 
E H H “ 


5 — 
(9) n nl nm n—l > 


in—1 
a u slučaju, da je Y, od oblika (4), ovaj: 


(24) o ZAKONU RECIPROČNOSTI ZA OSTATKE (TIE POTENCIJA ITD. 117 


A ho Fm(S) ( “ 
(6) no 91 nm il (ye) ' 


tu je u obje jednadžbe (5) i (6) H,,_1 jedinica u Z,,_j. 
S pomoću jednadžbi (5) i (6) dokazat ćemo ovu poučku: 


8. poučka. Neka nam naznačuje 
H,, lji Hy, m 


sustav relativnih temeljnih jedinica tijela ŽČ,, s obzirom na tijelo &; 


H,_1,1> a H,_i,m 


sustav relativnih temeljnih jedinica tijela K,, 1 s obzirom na %; 
i t. d. napokon 


Hpi,-+..>Him 


/ 
sustav relativnih temeljnih jedinica tijela X, = K(Vu,k) s obzi- 
rom na k. 


Stavimo li tada 


UN ka Ny, k (H,, 1),.-.> Tig, m = N,, k (H,, m), 


: = , 
Nn—1,1 = Nn—i, k (Hui, 1)+...o Tq—1, m = +n—1,k (H,_1,'m) 


— 2 ono o—_oratam un e amonamo o — . = aa E muiinaeh P_i om jok > nama === E mo 


na= Nera, o Pm = Nik (Fi, m) 


gdje nam N,, x Nag—i1, b:::> Ni, & nadaju po redu norme uzete 
u tjelesima X,, K,_,,..., K, uvijek s obzirom na tijelo &, to se 
dade svaka jedinica = tijela &, koja je jednaka relativnoj normi 
Ny, k jedinice u K,, prikazati u obliku 


TI 4 1 Ug, m\ In -8 
(7) =" | E E, ) : 


81 8, m 
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ako u nije jednak umnošku jedinice i Fte potencije cijeloga broja 
u k; ako li je pak u umnožak jedinice i te potencije cijeloga 
broja tijela &, u obliku 


n 
TI %,1 43, m\ ir—3 
(8) e=tun! (| E ei * ) ' 
8.1 8 m 
1 


U obje je jednadžbe m jedinica tijela A, a eksponenti 
ug 1>:+*> sm imaju izvjesne vrijednosti 0, 1, 2,..., t—1; 
eksponenat pak e izvjesnu vrijednost manju od 17. 

Ako je u tijelu X, 

Vu =a, A; , 
gdje je E; jedinica, a A; cio broj tijela K;, ali u tijelu Ki, 
+1 
više nije V,, jednak produktu jedinice toga tijela X; sa Itom 
potencijom cijeloga broja istoga tijela K,,, stavili smo u (8) 


= N,, k (E,_1). 


Dokaz. Ako načinimo s obje strane jednadžbi (5), (6) rela- 
tivne norme .V,, z, dobit ćemo 


, F,.1) Fm1) : 1 
(9) : e ah KJ 0 | 


H(1) Fm1) l 
(10) =y ... a E (H | da 
n—l, kk n>i 


n, 1 n, m 


gdjeno stavismo 
U 
e=N,x:(E), t=N, x VE) 


Obazremo li se na to, da su €, 1,1). "ip, m Sigurno također 
norme Ny_1, x jedinica tijela K,,_y, moći ćemo lako jednadžbama 
(9), (10) podati ovaj oblik: 
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“n,1 “nm Tr. 
(11) a am Em u RIE 
H 
4n,1 “nm l 
(12) i u. 1 a m | zari o | će, 


gdje je H,,_, jedinica tijela K,,_y, a eksvonenti %y 1,.. 
imaju koju od vrijednosti 0, 1, 2,..., 1—1. 

Jasno je, da će za svaku jedinicu £,,_, tijela k, koja je jednaka 
relativnoj normi N,_1,z tijela K,_4, vrijediti jednadžba od oblika 


+» Un m 


. d&n—1,1 dn__1, m 
(13) ka S ji 1 1, m E n—2, m 4) | 
ili, ako je 
m2 
V vo ra E,-2 Ao , 


gdje je E,,_9 jedinica, a A,,_9 cio broj tijela X,,_9, pak ako sta- 


vimo 
am 
E ka N, -1, k VE ), 

jednadžba od oblika 

&n1—1, 1 4n—l, m bl 
(14) &_i=" m. E (H Ja 

n—1,1 n—il, m n—2, k* n—2 n—1 

Tu je H,,_.2 jedinica u K,_2, a eksponenti 4,_11,-.., 

0,_1,m> € imaju izvjesne vrijednosti 0, 1, 2,..., 1—1. 


Slične ćemo jednadžbe moći napisati za jedinice £,,_9 tijela , 
koje su jednake relativnim normama N,_2 x jedinica tijela K,,_9 
it. d.inapokon za jedinice e, tijela &, koje su jednake relativnim 
normama Ni, x jedinica tijela K,. 


Primijenimo li to na relativne norme 
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Ny, k (Ha—Dd» Nase, k (Mase), 


u jednadžbama (11), (12), (13), (141 it. d., pa stavimo li u 
(11), (12) 


H mA “n—1, 1 “n—l, m . | 
(19) Nag k og — ag 1 VT m EAK n—2) 

ili 

a H* 4n—1,1 “n—il,m a S |: e, 
(16) n—1, k 1) == i; 1 re m | m "2 Sn—1' 


nadalje u (13), (14) 


un—2, 1 Un—2, m I 
N ( H ) —. s E (HH) 
n—2, k n—2 n—2,1 n—2, m n—3,k  n—=3 


j “n—2,1 U4n—2, m U š 
N_,\H ) =" a E H ole“, 
n—2 n—2 n—2,1 n—2, m n—8,k n—3 zx 


it. d., uvjerit ćemo se lako o ispravnosti jednadžbi (7) i (8). 


8 b. 


D volični ideali, razredi i kompleksi relativno 
In 


cikličnoga tijela KV). 


mo 
Ako je % kojigod ideal tijela X (Y), za koji valja jednadžba 
Si = 1, 


zvat ćemo 2 dvoličnim idealom tijela X,. Ako je pak € 
kojigod idealski razred u K,, za koji je 


SO = 0, 


zvat ćemo Ć dvoličnim idealskim razredom tijela X,,. 
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Jasno je, da je /"-ta potencija svakoga dvoličnoga idealskoga 
razreda takav razred, koji među svojim idealima sadržava ideale, 
koji u & leže. 

Ako nam Ć predočuje kojigod idealski razred u K,, nazvat 
ćemo skup svih idealskih razreda € €, gdje za c valja staviti sve 
razrede tijela ž, kompleksom tijela X, s obzirom na tijelo &. 
Kompleks, koji sadržava sve razrede c tijela k, neka se zove 
glavni kompleks. 

Ako pomnožimo svaki razred kompleksa .P svakim razredom 
kompleksa Q, sačinjavat će razredi, što ih dobijemo na taj način, 
opet kompleks, koji ćemo nazvati produktom kompleksa Pi Qi 
obilježiti sa P: (. Ako imamo više kompleksa, od kojih se nijedan 
ne da prikazati produktom ostalih, isključivši naravno glavni kom- 
pleks, kazat ćemo, da su zadani kompleksi među sobom neovisni. 

Uzmimo, da je Ć razred kompleksa P, onda i razred SC odre- 
đuje kompleks, za koji ćemo kazati, da je relativno konjugiran 
sa P, i obilježiti ga sa SP. Ako je napose kompleks P identičan 
sa svojim relativno konjugiranim kompleksom SP, zvat ćemo ga 
dvoličnim kompleksom tijela X, s obzirom na tijelo k. 

Ako uzmemo, da je broj idealskih razreda h tijela & broj prost 
prema /, možemo lako pokazati, da dvoličan kompleks tijela £,, 
s obzirom na tijelo & sadržava same dvolične idealske razrede. 


8 6. 


O broju dvoličnih kompleksa tijela K, s obzirom 
na tijelo &. 


Ako je € kojagod jedinica tijela &, nazvat ćemo sustav jedinica, 
koji nastane, ako u produktu € €" broj &# prođe sve jedinice tijela 
k, jediničnom svezom m-toga stepena u tijelu X. 

Osim pretpostavaka, što smo ih dosad učinili o tijelu &, učinit 
ćemo odsad još i tu, da je broj idealskih razreda h tijela & broj 
prost prema (. 

Tada valja ova poučka 

9. poučka. Označimo sa D, x, D,_1,k Dn—2,t +++» Dirk 
relativne diskriminante tjelesa X,, K,_y K,_9 .-> K, s ob- 


- 
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zirom na k, pa neka bude broj svih među sobom različitih prostih 
ideala tijela & sadržanih u D,,x: bla bt-+ i... Ht,5 broj svih 
takovih prostih ideala, koji su sadržani kao faktori u D,_1 
točno t,-H,-Hty--...Ht,—i ito d.; napokon broj svih različitih 
prostih ideala tijela & sadržanih u D; x točno t,; nadalje neka 
one jedinice u &, koje su jednake relativnim normama N,, ; jedi- 
nica tijela X, tvore I“"različnih jediničnih sveza /"-toga stepena: 
tada valja, ako označimo sa 1" broj svih dvoličnih kompleksa 
tijela X, s obzirom na k, koji izilaze iz dvoličnih ideala tijela 
K,, za a* snošaj 


a* Št+e#—m—1, 
gdjeno je stavljeno 


nt H(n—d)t +2) b.b, 10 


po m_m ČPP _" :3>—————= *# 
2 


n n 


Dokaz. Uzmimo ponajprije, da broj u, koji određuje .tijelo 
In 
KE (Vu), nije produkt jedinice u & i ie potencije cijeloga broja 
istoga tijela k. 
Tada valja za svaku jedinicu € u &, koja je relativna norma 
N,,k jedinice u K,, prema 8. poučki jednadžba od ovoga oblika 


n 
m TI 43, 1 48, m\ 1—S 
(1) e=un :| 1 čas M > 
s, 1 8, m 
1 | 


gdjeno treba vidjeti značenje pojedinih veličina u 8. poučki. 
Među jedinicama 74,1, -+-> "1, mo Koje su relativne norme Ni, y 


U 
jedinica tijela X, = K (VX), bit će izvjestan maksimalni broj 
v,* takovih, označimo ih sa "1.1, ---) "4,99 za koje snošaj od 
oblika | 
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gdje je € jedinica u &, a eksponenti 4,,..., dy» mogu imati koju 
od vrijednosti 0, 1, 2,..., 1—1, ne može da postoji, osim ako 
su svi eksponenti 4,,..., dy.» jednaki 0. 

Tada se dade svaka jedinica m, tijela 4, koja je jednaka rela- 
tivnoj normi Nj; koje jedinice tijela K,, jednoznačno prikazati 
u obliku 


a : 1 d1, V,* 1 
"== 


M odao : 
1 1,1 1,0% 


gdjeno je & jedinica u &, a eksponenti 4,,,,..., Qi, y,* imaju iz- 
vjesne između vrijednosti 0, 1, 2,..., i—1. 

Prema (1) dat će se svaka jedinica n, tijela &, koja je jednaka 
relativnoj normi .N2 x jedinice u XK, prikazati u obliku 


“21 u2,m 11 W1,o* u 
u bj 


Porno 


NEZ. aca m neš M 
2 2,1 2m 11 1, %* 


gdje je n jedinica u k, a eksponenti %2 1...) 42, m» *1,11-+ "1, 0,* 
imaju neke vrijednosti 0, 1, 2,..., /—1. No ako jedinice tijela 
k, koje su jednake relativnim normama N2 z jedinica tijela X,, 
u svem čine /% H% različitih jediničnih sveza stepena /%, moći 
ćemo odrediti između jedinica "9 1,...>, 72, m V,* takovih, ozna- 
čimo ih 88 %21)..-> 12, v,;*»x da se uzmogne svaka jedinica nz 
tijela &, koja je jednaka relativnoj normi Na y koje jedinice u 
K,, samo na jedan način prikazati u obliku 


42, 1 “2, vy* lu 3 1 Wu, V* 12 
== gđa “fi a ie Y Uf 
2 2.1 2% L14 ? JE WI 


gdje je n jedinica u k, a eksponenti 42 1.) 42, v,% 41,1: V1, 0,% 
imaju izvjesne između vrijednosti 0, 1, 2,..., t—1. 

Nastavimo li taj postupak, moći ćemo, ako one jedinice u %, 
koje su jednake relativnim normama Na y jedinica u X,, čine 
svega 19*+0%"+"* jediničnih sveza stepena 1% među jedinicama 
18,12 ++ .+> 78,m odrediti v;* jedinica, označimo ih n. pr. sa 
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18,1) ++ <> 78, v,*> tako da se uzmogne svaka jedinica ng u &, koja 
je jednaka relativnoj normi Ng ; koje jedinice tijela K,, prikazati 
samo na jedan način u obliku 


48,1 43,0* M1 duo o PuL1I o oPuLo* g 
nn == 1 se 1 Y sn Li .../ M 
3 810 81% 21 720%. L1 1, 0% 


9% 


gdje je m jedinica u X, a eksponenti #8 1,..., 48 v.*, M2,b---> 
uu ULI> +. .*> %1,v* imaju izvjesne između vrijednosti 
(8 a 

Tako ćemo i dalje postupati, dok ne dođemo do tijela X,,. 


Uzmimo uopće, da one jedinice ng u &, koje su jednake rela- 


tivnim normama N, y jedinica tijela K,, čine u svem 


porn ..“Ž 


jediničnih sveza stepena #*, gdje za s treba uzeti po redu brojeve 
1, 2,..., n. Tada ćemo među jedinicama 


Ng, 191: +2, m» 


G= 1.2, 0.44:55 10); 


moći odrediti w* = v,*+-v,*-bv,*--... bo, takovih, označimo 


ih n. pr. sa 


Mljeta 


6=1283...,n), 


da se uzmogne svaka jedinica n, tijela &, koja je jednaka rela: 
tivnoj normi N,, x koje jedinice u K,, prikazati, i to samo na 


jedan način, u obliku 
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bh 
gdje je n jedinica u &, a eksponenti 
Ma la saa M0) 
S=1.2.:4.04 0) 
imaju izvjesne između vrijednosti 0, 1, 2,..., I—1. 
Primijenimo taj resultat napose na jedinice 


ae Li 
Aa v*+H1 ! am? 
Ge=sl 2esa sy M: 


Tu ćemo tada dobiti snošaje od oblika 


uf u w)\ g9—* 
Za x, 0% 
Ti, V ro —;—; 5 ... fi 9 
x,1 x, Vy* 


(“ 1, moe) 
š= 12.40 
gdje nam €, ,, predočuje jedinicu u &, a eksponenti (8 %) imaju 


izvjesne vrijednosti 0, 1, 2,..., 1—1. 
Odatle izvodimo, da su izrazi 


' Ma 19 " 48 w) _ BP 
—1 2 s, 0 
(3) Hajosko =Ho o ro E lu] H ...H ? 
x,1 x, Vx* 
wW=12...,m—ov), 


18 
jedinice u tijlu K, =K(Vu, &), kojima su relativne norme 


Na, k jednake 1. To valja za sve brojeve s od 1 do n. 
Stoga ćemo moći naći u tijelu X, takove cijele brojeve M, 1, 
M,2,. <-> Mi,m—o,*> da bude 


, 1—S , 1—S ž 1—S 
(4) H . =M H =M .... a —M 


9 e 
3svo+l 3,1 8 v+H 8.2 ?> 8, m 8, m—v * 
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To i opet vrijedi za sve brojeve # od 1 do n. 
Cijeli brojevi 
19 
(5) M4, o nae Vu, M21 , M, 2, +. My,m—v* 
određuju nam m—v,*-h-1 dvoličnih glavnih ideala tijela X, s obzi- 
rom na tijelo ć. 
Označimo sa 


(6) Dida DLA 


l 
dvolične proste ideale tijela X, == K(V ;, k) s obzirom na k, a sa 


(7) Dal. +++ D4t, 


8 
proste ideale tijela X, = K Vi, k) sadržane po redu u idealima 
PDL1> ++ +> Di, «> to su ti prosti ideali O, 1, ..., De, 1, dvo- 
lični u X, s obzirom na tijelo &, te su sadržani kao faktori u re- 
lativnoj diskriminanti D, x tijela K,. 

Osim dvoličnih prostih ideala Đ21,..., Do, +, tijela XK, sadr- 
žavat će relativna diskriminanta D. ;, uopće još i takove dvolične 
proste ideale tijela X, kao faktore, kojih je č-ta potencija već ideal 
u &; osim toga može biti u Do x sadržano još i takovih prostih 
ideala $* tijela X,, koji doduše nijesu dvolični s obzirom na tijelo 
k, ali su dvolični s obzirom na tijelo X,, tako da je produkt 


(8) D=D*.SD*. SD... sti D+ 
dvoličan ideal tijela X, s obzirom na tijelo &. Označimo sa 
(9) Do, 4+ C2, 4+ ++ +9 P2, tit, 


djelomice dvolične proste ideale tijela X, koji su osim dvoličnih 
ideala Do 1,..., "Do g, još u Do y sadržani kao faktori, a djelo- 
mice opet različite produkte od oblika (8). 
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Ako je tada 2 , dvoličan prost ideal iz niza (9), a Đ, , 
u njemu sadržan prost ideal tijela X,, to je i D, u dvoličan 
s obzirom na &; ako li je €o , produkt od oblika (8), te je 


D =P7 . SD. pm SD , 


2, u 2, u , u 2, u 


pak ako obilježimo prosti ideal tijela K,, koji je sadržan kao faktor u 


prostom idealu Do u tijela X,, sa D, w to je i produkt 


vw = 0 SMD. ada S D 
8, u 8 u 8. u 3, u 
dvoličan ideal tijela K, s obzirom na tijelo #. 


Dok se svaki dvolični ideal tijela X, dade izraziti kao produkt 
ideal& niza (6) sa idealom tijela &, tako da se u taj produkt ne 
uzme od pojedinih ideala (6) viša potencija od /—1, moramo 
se poslužiti, ako hoćemo tim načinom da izrazimo dvoličan ideal 
tijela X, s obzirom na ć, idealima 


Lo1>+ <<, Paidto DL12 + + +> 21 te 


Postupamo li dalje sa relativnom diskriminantom Dg ;, kao što. 
smo postupali sa D2 ;, doći ćemo do ideala 


(10) D3,1>.+:.: Dg, ti-Ht-Ht, 2 2 19: 1:.9 2 &-Ht? Di d>.ćć D1,+, 3. 


te ćemo njima moći izraziti svaki dvolični ideal tijela X, kao pro- 
dukt takovih ideala (10) sa idealom u &, tako da u produkt ne 
uzmemo ni od jednoga između ideala (10) višu potenciju od /—1. 


I t.d. ' 


Prema tomu ćemo moći dvolične glavne ideale 
(M,, 0), (M, 1) (M, 2), (M, m—v 0 


prikazati u obliku 
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ai a0) t8—1 | oi, m 
(11) M — ll D D ... D Je > 
8, u 8 is s—l,ig_i La 7 


(49, *g6—1>::- $1) 
( 4“ =0,1,2...,m—vžŽ, 
G= dl, 2 east Et asti 
t_i=12...,) tb... Har o 1: 


o o < o o mm o om. sumo oo 


| 4=1,Ž, >b J 
tu su Da i, + < > Đi, s, ideali određeni gore razvijenim postup- 
ML pa o 
kom ; Joe ideal u &, a eksponenti a . ;*:+4, , imaju izvjesne 
8, tg , ti 


između vrijednosti 0, 1, 2,..., 1—1. 


Jednadžba (11) valja za sve brojeve s od 1 do n. Napišemo li 


sve te jednadžbe za s==1, 2,..., n. dobit ćemo u svem 


nm — (bot... bo, bn 
jednadžbi. 
Dokazat ćemo, da su sve te jednadžbe između sebe novisne, to 


znači, da ne može postojati snošaj od oblika 


E 4 i) 5) e ba vs 
2) [s] (M ) M M (M | =, 
; 8, 0 8.1 8 2)... 8 m—v aj 
BORKO (8) NI : 
gdje su eksponenti S pai kojigod između brojeva 
1 —'"8 


0, 1,2,..., č—1, aj ideal u &, osim ako su svi eksponenti 
(9) (8) (8) , ' 

8. ea ore . jednaki 0,aj =1. 

O 1 mv 


Za tu ćemo svrhu potencirati (12) sa h, te ćemo dobiti 
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k eh Pa $S a _o,9h 
a) [sim (MM ..M i. 
i 80 81 8, 2 8, m—V g* 


gdje je 1 cio broj tijela &, a E,, jedinica u X,. Dignimo sada tu 
jednadžbu (13) na (1—5S)-tu simboličnu potenciju. Izići će 


IT, Is 20%, 1 
lo) (a) 
8,0 8,1 


ili dalje poradi jednadžbi (4) 


L 


1—S Co ogh 1—S 
(m ) E 


—s8 
JE sh eh On moi 1-S 
(14) H 4 H' x m «u — E 
1 ' 8, va*+1 8, m n 
Uvedemo li u tu jednadžbu ponajprije za H > aa H 
n, vuš+i1 nm 


vrijednosti prema (3), uvjerit ćemo se odmah, ako se obazremo na 


svojstvo relativnih temeljnih jedinica H ,..., Ho izraženo 
n 1 n, m 
=. (9) , m uo 
6. poučkom, da eksponenti € _,..., e svi moraju biti 
1 m'—tvn* 


jednaki 0. Nadalje ćemo uvesti u (14) za H m ' 
n—1. t%a—1+1 


H vrijednosti prema (3), te ćemo se opet lako uvjeriti, da 
n—1l, m 
poradi svojstva relativnih temeljnih jedinica H shta 
| n—1,1 n—l, m 
(n—1) (n—1) 
što ga izražava 6. poučka, eksponenti e )+..y € x mo 
1 m—vn—1 


raju svi biti jednaki 0. I t: d. 


R. J. A. 165. 9 
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Tako ćemo postepeno uvidjeti, da u (14) moraju svi eksponenti 

(8) 

e , gdje je w >>0, biti jednaki 0, te samo još valja dokazati, da 

ww 


su i eksponenti 


€, €, € 
0 0 0 
jednaki 0. 
Iz jednadžbe (13) dobivamo, da je 
dDa dn ea 
M M ...M =| E, : 
1,0. 2,0 n, 0 


a odatle, ako tu jednadžbu dignemo na 1"-tu potenciju, 


BA) pi. ib) E 
. =(:.E,. 
mn 


Prema tome morala bi biti E = jedinica u &, no to se protivi 
n 


: . : . W_ (x) 
pretpostavci o broju u, ako nijesu svi eksponenti zA : A jina : 


jednaki 0. Vidimo dakle, da relacija od oblika (13) ne može po- 
(9) (8 (9) 


stojati, osim ako su eksponenti € ,€ ,..., € za 
0 


8=1,2,..., n svi jednaki 0. 
Odatle izvodimo, da se s pomoću jednadžbi (11) dade 


m—(0-Hu+b...+o)+n 


između ideala 


n2 1+ Da, ib ate kto 


n—1,1? n—1,2 (> 241, ti Htab..Hta—1? 
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izraziti produktom ostalih ideala s idealom tijela k, ali tako, da 
pojedini ideali ne zađu u produkt u višoj potenciji od 1—1. 
Ako te preostale ideale obilježimo sa 


iL, Wa, ...>) "px. 
gdjeno je 
(15) *="n-Hn—1)to+.. Hobo bot +... Popy*—nm—n, 


moći ćemo dakle svaki dvolični ideal X tijela X,, prikazati u obliku 


(16) A=%"%*. .. i, 
gdje je j ideal u %, a eksponenti 4,, 8,..., G;x imaju izvjesne 


vrijednosti 0, 1, 2,..., I—l1. | 
Ako među idealima %,, 2,,..., 2x više ne postoji relacija od 
oblika (11), to je očito 


nt,--(n—1)tb... ht, o nžbošeb.. bo? 
s EEK AKK KEKE 


= £--v*—m—l. 


U svakom je dakle slučaju 
a* < t+Hvw*—m—i], 


kako to tvrdi 9. poučka. 


Da ta poučka valja i u isključenom slučaju, gdje je produkt 
jedinice tijela & sa H-tom potencijom cijeloga broja Boga tijela &, 
lako se uvjeriti. 


Dobiveni ćemo resultat odmah poopćiti tim, da dokažemo, da 
valja ova poučka: 

10. poučka. Neka brojevi t,, fa, .. ., x imaju ono isto zna- 
čenje, što ga imađahu u 9. poučki; nadalje neka one jedinice tijela 
k, koje su jednake relativnim normama N,,; jedinica ili razlom- 
ljenib brojeva tijela K,, čine X“ različnih jediničnih sveza ste- 

* 


132 S. BOHNIČEK, (39) 


pena 7": onda valja, ako broj svih dvoličnih kompleksa u K,, 


označimo sa 1"*, za a relacija 


a<t+v—m—i, 


gdjeno stavismo 


nh-Hm—1)hb. bin _ ov 


————————.——amo 
25 md 


n n 
Dokaz. Neka jedinice 
8 lijjćo 


&=12...,n) 


6, va* 9 


imaju ono značenje, što ga imađahu u jednadžbi (2), tada ćemo 
moći odrediti u & w—w* jedinica, označimo ih sa %,..., U p—q*> 
koje su jednake relativnim normama NN, ; razlomljenih brojeva 
tijela X,,, tako da ne može postojati snošaj od oblika 


n n—s 
ba Pai 1 Kos 2 veg*\d 
rem A va* 
u kom je n jedinica u k, a eksponenti 4,,...,; Gy-w*; 


Ug 12::<> Us, vx imaju koju od vrijednosti 0, 1, 2,...,d—l, 
ako nijesu svi ti eksponenti jednaki 0. 


Pomislimo, da su jedinice d,,..., %,,__,* određene tako, da je 


(x) ( n_n (x) (x n -8 
1 “Li 0 ČTT u 1 4), 8*\i 
E dak mn :| n . m =1; 
x x-H w—uw* x 8,1 8, V% 
(x =w—u*, w—u*—1...., 1), 
: (2) (x) (x) (x) 
gdjeno eksponenti a ma. m. move 
x+1 w—w* 8,1 8 0s* 


imaju izvjesne između vrijednosti 0, 1, 2,..., 1—1, a n, predo- 
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čuje prikladnu jedinicu u &. Tada ćemo moći svaku jedinicu 
tijela &, koja je jednaka relativnoj normi N,,; jedinice ili raz- 
lomljena broja tijela ZX,, samo jednim načinom prikazati u obliku 


n-8 

đ Koa S 0% / 
d= 3. . : 
8 Vs 

gdjeno je n jedinica u &, a prem 
: ... ... u 
đ, ) Po. 4, 1 ! 8, Ve* 

imaju izvjesne između vrijednosti 0, 1, 2,..., 1—1. 


Ako sada označimo sa 0,,..., O,,—y* brojeve u K,,, za koje je 


$ = N,1(B8),...,)%0—o = Nu, x (8), 
moći ćemo kao Hilbert u A. Z. 8 148 ili kao Furtw&ngler u svojoj 


nagrađenoj radnji & 9, Satz 20 odrediti w—w* ideala 


Drdedes- Dad 
tako, da bude 
1—S 1—S 
O, = %$, ads ge. 50 

i pokazati, da se svaki dvolični kompleks tijela ZC,,y dade prikazati 
produktom dvoličnih kompleksa, što ih određuju ideali %l, ,..., ll. 
(vidi jednadžbu (16)) i ideali B,,..., By_,y», i to tako, da se u 
produkt ne uzme od tih ideala viša potencija od I—l1. 


Ako među kompleksima A,,..., A», B,,...; By—y* koji po- 


tječu od ideala 2,,..., 2x, B,,..., Bip—i*, ne može postojati 
relacija 
a Qx bb b 
A, A*B, B"-"—i, 
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u kojoj eksponenti 48,,..., dx, b,,. +.) D,y-o* imaju koju od 
vrijednosti 0, 1, 2,..., č—1, osim ako su svi ti eksponenti je- 


mn 
dnaki 0, to je broj svih dvoličnih kompleksa u X (Y ,) jednak 
De gdje je 
a=t+b+-v—m—i. 


U svakom je dakle slučaju sigurno : 
a e t-+Hv—m—i], 
kao što tvrdi 10. poučka. 


S 1. 
O primarnim i hiperprimarnim idealima i brojevima. 
Definicija. Ako je a kojigod ideal u & prost prema l, za 
koji je ref = +1, uzeli mi kojugod jedinicu tijela X za €, zvat 


ćemo a primarnim idealom /"toga stepena. 
Definicija. Ako je « kojigod cijeli broj tijela & prost prema 

l, za koji je relativna diskriminanta Dz = prosta prema i, zvat 

&, 

ćemo a primarnim brojem "toga stepena u X. 
Definicija. Neka budu l,,..., [g svi među sobom različiti 

prosti ideali tijela &, štono su sadržani kao faktori u 1—č,, ito 

po redu u l,-toj,..., beotoj potenciji, tako da je 


' L : 
U-Q)=u'..d1, 
Nadalje neka bude 


hh hh: 
l — (4), +... a == (22), 


gdje nam 2,,..., 2 znače cijele brojeve u k. 
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Ako je tada a primaran ideal /"-toga stepena, za koji valjaju 
jednadžbe 


Ma 


zvat ćemo a hiperprimarnim idealom "toga stepena. 

Definicija. Napokon ćemo zvati broj x hiperprimarnim 
brojem BP-toga stepena u ć, ako je taj broj « prost prema 
1—C, i kongruentan 1"-toj potenciji cijela broja tijela & s obzirom 
na modul 


L[n2—m—1)it—1] +1 ' č[nit—(n—1)1t—1]H1 


Ed 


L 


8 8. 
Osobito svojstvo primarnih prostih ideala. 
Prije nego prijeđemo k istraživanju primarnih prostih ideala, 
dokazat ćemo dvije poučke, kojima se kanimo poslužiti. 
11. poučka. Ako je x makar koji cijeli broj, a p kojigod 
prosti ideal tijela &, koji nije sadržan Kao faktor ni u ni u u, 
to valja za svaki cijeli racionalni eksponenat e kongruencija 


"4 (96) 


DR In 
= = u b), 
5). u ,) (0) 


gdjeno je 9x norma uzeta u tijelu X. 
Dokaz. Budući da je u tijelu & sadržano tijelo /"-tih kružnih 
jedinica &(C,), djeljiv je broj 9, (P)—1 sa 7", pak je poradi toga 


e) 1 e— e— mn 
Pg = m 0) +nE 20) + mH 26, (9) 


Stoga je 
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nx(9)—1 np)—i 
m mo. 


Ii 
u |E 
NN 

Q 

tl 
mmm 
+e FE 

Q 
> 
3 

ra 

tu 

N-/ 


u 


a to je trebalo dokazati. 

S pomoću te poučke dokazat ćemo lako ovu: 

12. poučka. Neka bude r kojigod prosti ideal tijela &, koji 
nije sadržan u l/, a NE (r) relativna norma toga ideala r uzeta u 


k s obzirom na tijelu & podređeno tijelo &, koje u sebi sadržava 
tijelo 1"-tih kružnih jedinica. Ako je tada u makar koji cijeli broj 
u &, koji je prost prema / i prema r, valja jednadžba 


o ola g 


gdje indeks & kaže, da simbol treba uzeti u tijelu &, a indeks % 


TE | 


da simbol, ispod koga on stoji, valja uzeti u tijelu &. 
Dokaz. Postoji jednadžba 


n_ ( "I 0) = m (1). 


k 


Budući pak da je No (r) potencija prosta ideala u &, dobivamo 
s pomoću 11. poučke, da je 


ny(1)—1 nz (9, (9) —1 
m ka aa = 
Eho ose " = (=3| > 0, 
: n,k «a: (1) n,k 


a tim je 12. poučka dokazana. 


Prelazimo Kk istraživanju primarnih prostih ideala, te ćemo do- 
kazati ovu važnu poučku: 

13. pouč ka. Ako je P primaran prost ideal /"-toga stepena u 
tijelu &, uvijek se dade naći primaran broj /"-toga stepena sr u 
tijelu & tako, da bude priv = (7) 
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Dokaz. Dokazujući tu poučku poslužit ćemo se potpunom in- 
dukcijom. Dokazat ćemo ponajprije poučku za proste ideale /?-toga 
stepena. Kad pak bude poučka dokazana za I slučaj, moći ćemo 


razviti svu teoriju, što još dolazi, za tijelo X Vo: napose poučke 
21. i 30. Na temelju razvite teorije relativno cikličnoga tijela 


l2 
K (Vu) moći ćemo tada na posve analogan način dokazati 13. 
poučku za primarne proste brojeve p /š-toga stepena i t. d.; na- 
pokon ćemo uopće na temelju teorije relativno cikličnoga tijela 
m—I1 
K(Vy) dokazati 13. poučku za primarne proste ideale p /"-toga 
stepena. 

Dokaz će nam se u svakom slučaju sastojati iz dva dijela. Tako 
ćemo 13. poučku dokazati najprije za takove primarne proste ideale 
1*-toga stepena, koji su ujedno hiperprimarni ideali toga stepena. 
Za takove ćemo proste ideale razviti poučku 21., a na temelju te 
poučke onda izvesti dokaz za ostale primarne proste ideale p 
i*-toga stepena. U daljem razvijanju dokazat ćemo poučku opet 
ponajprije za takove primarne proste ideale p /%-toga stepena, koji 
su ujedno hiperprimarni ideali /?-toga stepena, pak za takove proste 
ideale razviti 21. poučku, a onda na temelju te poučke izvesti 
dokaz 13. poučke za ostale primarne proste ideale p /*%-toga ste- 
pena. I t. d. 

Uzmimo dakle ponajprije, ida je P primaran prost ideal /*-toga 
stepena, koji je uz to hiperprimaran ideal i-toga stepena. 

Uvijek ćemo tada moći odrediti u tijelu & hiperprimaran broj 
7* Itoga stepena tako, da bude p?2" = (m*). Predočuje li [ prost 
ideal tijela & sadržan u broju 1—Č,, to se | raspada u tijelu 


U 
K(V r#*) na 1 među sobom različitih prostih ideala. Označimo li 
jedan od tih prostih ideala sa 1, to je svaki cijeli broj tijela 
K(V r*) kongruentan cijelomu broju tijela & s obzirom na svaku 


potenciju 1“ prostoga ideala 1. Napose se dade naći cio broj « u 
k tako, da bude 


: | 
Vr*za, (19. 
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Odavde izlazi, da je 


2 
ll, — u > 
2 Vrt=2, (1%). 


Za svaki se dakle prosti ideal I tijela K (V r#) sadržan u 1—č,, 


dade naći cio broj o u tijelu & tako, da bude o Va kongruentno 
i-toj potenciji cijela broja tijela & s obzirom na kojugod potenciju 
prostoga ideala 1. Iz toga se lako dade zaključiti, da će se dati 
odrediti cio broj w u tijelu & tako, da bude valjana kongruencija 


(1) Ve $. (a-q'), 


gdjeno je « cio broj u k. 

Označimo li sada sa &,,..., £n—] sustav neovisnih jedinica u 
k, a sa €, korijen jedinice u &, kojega iti korijen više ne leži u 
k, pa odredimo li proste ideale q,,.. , 4n u & tako, da bude 


o (Sl=a (Z),=e9 (2),=+1. 6+9, 


G&=1,2...,m), 
gdje su £,, £( primitivni 1%ti korijeni jedinice, i stavimo li 
hh“ 
o =(%), 6=12..., M 


tako, da budu %,,..., Zm cijeli brojevi u k, dat će se naći za 


cijeli broj w kongrnencija od oblika 


“u “m 1 l 

OTEO... % 4, (—t ). 
m 

gdje je = jedinica, %* cio broj u &, a eksponenti %,, ..., %,, imaju 

izvjesne između vrijednosti 0, 1, 2,..., 1—1. 


Prema tomu možemo kongruenciju (1) napisati također ovako: 


(46) o ZAKONU REOIPROČNOSTI ZA OSTATKE PA-TIH POTENCIJA ITD. 139 


4 “m 1 


Ek... Vrt = 8, (at), 


gdjeno je PB cio broj u k. 

Ako su sada svi eksponenti #,, . . . , &, jednaki 0, to je z==dr#* 
primaran broj #-toga stepena u &. Uzmimo naprotiv, da nijesu svi 
ti eksponenti #,,..., %,y, jednaki 0, nego da su eksponenti &,,..., 4 
jednaki 1, a ostali jednaki 0. Budući da je 


£% me = =r 


Ž 
primaran broj Htoga stepena u tijelu ZZ (V'-+*), to mora biti, kako 


č 
je broj razreda u K(V:#) prost prema (, 


9 I Cs)=+:. 


iv 


a u 
gdje je v kojigod cijeli broj tijela X (V-*) prost prema i, a pro- 


ž 
dukt valja protegnuti na sve proste ideale tijela ZČ(V/ #), koji nijesu 
sadržani kao faktori u Ž. 
Svaka je jedinica e tijela & jednaka relativnoj normi N1 
l Vr*, k 
jedinice e tijela KC (Vr*) tako, te možemo staviti 
i=«. S65E14. prek. 


Poradi (2) mora biti 


(4) (s 
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ako je fr prost ideal tijela X (V/ —*) sadržan u p. Kako je pak 


g 
g 
+ Lo (so 0) 
2, Vrž* Vr* 2, k 


l 
ako j je r kojigod prost ideal u K(V r*), to ćemo iz (2) zaključiti, 
da je 


0) A = 1-1— 
ts i oma £ 1 ki ( S 2) bosi 
ls / Vaš qs /o Vaš \ ds /2 Vzž q3 /2 Ves : 


(g = 1, 224.41), 


gi m t—1— 
(6) (2) ba (2) ta «557 ;. =dpš 
p/2, Vrž po/2, Vrž \ 1/2 Vr* D 2 Vr* 
gdjeno: stavismo & = N, (€), a &(9 nam predočuje primi- 


Vr*, t 


tivan (ti korijen jedinice. 


Poradi (5), (6) izlaze s obzirom na (4) relacije 


Es (8) 3 LoL: 
(2), iz =, (2) dz=5". 69, 


G= 12.0 5036 56); 


€ 1 _.+ 
po/a Ve ću 


gdjeno je ća primitivan l?*-ti, a &, izvjestan Mi korijen jedinice. 


Dignemo li te relacije na (-tu potenciju, izići će nam jednadžbe 
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(elra 0. (lta +1 60, 
(DOD 4 Pu A DN 


gdje smo sa £,( označili primitivan i-ti korijen jedinice. 

Uvedemo li sada za v u (3) po redu jedinice €,,..., €, uvjerit 
ćemo se lako, da svi eksponenti #,,..., % poradi relacija (7) 
moraju biti jednaki 0. 

Tim je 13. poučka za ovaj posebni slučaj dokazana. Pod uči- 
njenom pretpostavkom uvijek ćemo moći naći primaran broj 
toga stepena = u & tako, da bude pi = (m). 

Na temelju toga dade se dokazati, da za takove proste ideale y 
valja 21. poučka, a tim ćemo se odmah poslužiti. 

Ako primarni prosti ideal p /*-toga stepena nije ujedno npeie 
primaran ideal l-toga stepena, mi ćemo, da dokažemo 13. poučku, 
postupati ovako : 


Prema učinjenoj pretpostavci o prostom idealu p moći ćemo 
uvijek naći u tijelu & primaran broj =, itoga stepena, a da 


bude piši“ = (m). Broj je idealskih razreda h, u tijelu K W=) 
prost prema l. 


U 
U tijelu K(YVr,) ima osim među sobom neovisnih jedinica 


£,..., & tijela k još m =m(1—1) jedinica €,,..., £m, koje 
sa jedinicama &,,..., £,, čine sustav između sebe neovisnih jedi- 


E l 
nica, tako da se svaka jedinica € tijela K (Y'::,) dade prikazati 
obliku 


(8) ie=t ...t "e ...e "1, 
gdjeno eksponenti 4,, .“.., 4m, Bi, - .., bm: imaju izvjesne između 
Ž 


vrijednosti 0, 1, 2,...,4—1, a n predočuje jedinicu u K ge = 
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pa i l 
Odredimo proste ideale q,,..., Qu tijelu X (V'r,) tako, da bude 


1 
G7),= +1 ska ht 
) (gr). (Gilu 040, 
BJ (a 
( s=1,2:.44 00; t=12,:4 4, M93; 


gdje je £2 primitivan l*ti korijen jedinice, a 
G=). 1 = 0). 


To je uvijek moguće, jer svaki prosti ideal [ tijela &, koji je 
sadržan u 0, ostaje u tijelu X (1/;,) nerastvoren poradi pretpo- 
stavke o idealu p. 


Stavimo li 
NI (44) = 0, 
Ny, k 


g=1.2,...,m), 
lako se uvjerimo, da iz (9) izlaze jednadžbe 
10 nl)=+1, raka RN (<). !, 
7 (Eh r = 2 7 Qs ij 
lg 
(5) =+1,.., p =+1, 


Q8 qs 


&=12,...,m). 


Prema tomu su prosti ideali q,,..., Q,» primarni ideali 2*-toga 
stepena, a uz to hiperprimarni ideali Moga stepena. Ako. 
stavimo 


hh | 
q = (2); GE 244..4 M), 
8 
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tako da budu x, primarni brojevi /*-toga stepena, valja prema 
gore razvijenomu posebni zakon recipročnosti 


T xa \—I1 
ba pa =+1, G=12,..., m) 
Odavde zaključujemo, da je poradi (10) 


A8 


S),=+L G=1, 24043) M) 


No tada je svakako i 


2, Vr, 


ili 
ak ai 
Vr k lo _ . , 
S ame ra &=1,2,..., M). 
Budući pak da je 


moraju biti simboli (=), jednaki tomu korijenu jedinice, a 


stoga je 


(11) (2) =+1, &=12,...,m). 


U 
No dade se odrediti jedinica € u X (V'r,) tako, da bude € Vr, 
2 
primaran broj u K(Y':,) ktoga stepena, te je tada po zakonu reci- 
č 
pročnosti za ostatke i-tih potencija u tijelu X (Y'7,) 


(+2) (22) = +1, &=12,..., m). 
qs p 
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Prikažemo li sada € u obliku (8), pa obazremo li se na (11), 
dobit ćemo odatle relacije 


(SS 235i; M) 


Iz tih relacija izlazi, da moraju poradi (9) eksponenti 4,,..., dy 
svi biti jednaki 0. Dakle je = == oh, m m Ti primaran broj 
l*-toga stepena u k. 


Na temelju netom dokazane poučke možemo sada razviti svu 


teoriju relativno cikličnoga tijela &K Vo, kao što je prikazano u 
ovoj radnji od 6 9. do kraja. Uzet ćemo, da smo to i učinili, pak 
nastaviti dokaz 13. poučke ovako: 

Neka bude opet ponajprije Pp primaran ideal l%-toga, a uz to 
biperprimaran ideal 2*-toga stepena; onda za nj valja 30. poučka. 
Stoga ćemo moći broj Tr, odrediti tako, da on bude hiperprimaran 
broj #'-toga stepena i da zadovolji jednadžbu Po (m). 

Prema tomu će se svaki prosti ideal | tijela XK Ve) raspasti u 
tijelu XK Ve na 2 među sobom različitih prostih ideala 1. Zaklju- 
čujući kao prije uvjerit ćemo se lako, da se u našem slučaju dade 


odrediti cio broj w u & tako, da bude valjana kongruencija 


(6) Va = na (a-q), 


gdje je x cio broj u X. 
Odredimo sada proste ideale q,,..., Qyn u & tako, da budu va- 


ljane relacije 
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m 2 & (8) et pa 
mh KA gm :aA Eni 
ESET EEE (= (=) 
(8 t= 12. ua m), 
gdjeno su &,, £( primitivni /%ti korijeni jedinice. 
Stavimo li tada 


hh 
sA =(%), =1,2,. EE. m), 


gdjeno su %,,..., žm cijeli brojevi u X, moći ćemo za o napisati 
kongruenciju od oblika 


um | ] 
ošEk ... ko &%, (a—q'), 


gdje je = jedinica, « cio broj u &, a eksponenti &,,..., %,, imaju 
izvjesne između vrijednosti 0, 1, 2,..., I—1. 
Prema tomu bi bio broj 


* um B_ 
ZI. ata, Vrau==T 


: l2 la 
primaran broj i-toga stepena u tijelu X (YV'7,), pak bi u K(V'r,) 
valjala jednadžba 


(12) TI (e j =+1 


[2 
za svaki cijeli broj v tijela K(V r,), ako se produkt protegne na 
I? 
sve proste ideale m tijela K(Vr,), koji nijesu sadržani u I. 


l U 
Budući da je Yr, primaran broj Mtoga stepena u K (Yr), to 


a ' 1? 
je broj idealskih razreda u K(Y/':,) broj prost prema l. Svaka je 
R. J. A. 165. | 10 
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jedinica tijela k jednaka relativnoj normi N # = jedinice tijela 
Dj 


I Ti, k 
KW). 


Ako stavimo 


= NE (S), Gezio2eoa m) 
V;,, k 


Ti, 


uvjerit ćemo se, postupamo li kao gore (isp. (4)) s pomoću 12. 
poučke, da poradi (10) valjaju ove relacije: 


g » (s) g 
(13) (+2), o = Eo ; (2+), no =1(tŽ). 
9/8 va Ve 
(s, i= 1, 2, , m) 
e 
za REOA 
p , Vr* 


gdjeno je t,9 primitivan 15-ti korijen jedinice, a € makar koja jedi- 


nica u KWV7%) 


Dignemo li te relacije na /*-tu potenciju, izići će nam jednadžbe 


Q8 qs 


Ve Va 
6&t=12...,m), 
a : | . 
E Boo s 
Vr* 


gdje smo sa £, označili primitivan F-ti korijen jedinice. 
Uvedemo li sada za v u (12) po redu jedinice €,, ..., 5m, 
. uvjerit ćemo se, da svi eksponenti %,,..., 4, poradi relacija (13) 


u 


moraju biti jednaki O; dakle je z =€"z* primaran broj l5-toga 


stepena. 
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Tim je 18. poučka i za taj slučaj dokazana. Pod učinjenom 
pretpostavkom uvijek ćemo moći naći primaran broj /%-toga ste- 
pena z tako, da bude g" — (zm). 

Na temelju toga dade se dokazati, da za takove proste ideale y 
valja 21. poučka, a tim ćemo se odmah poslužiti. 

Ako je P primaran prost ideal 1%-toga stepena, koji nije hiper- 
primaran ideal /*toga stepena, moći ćemo prema onome, što smo 
gore već dokazali, odrediti primaran broj l*-toga stepena r* u % 
tako, da bude ph = (r*). Broj je idealskih razreda A, u tijelu 

Lj 
K V rž) broj prost prema 0. 

Osim jedinica neovisnih među sobom €,,..., E, tijela & ima u 

i 
tijelu K(V r*) još m = m(U—1) jedinica €,,..., em', koje sa 
jedinicama €,,..., E čine sustav jedinica neovisnih između sebe, 

l2 
tako da se svaka jedinica e tijela KC (V m) dade prikazati u obliku 


4 Am b, bm _.! 
(14) če=& ...€ E. uaođE nn, 
m: m 
gdjeno eksponenti 4,,..., Gym Dr: + + + > dm imaju izvjesne između 


: no 
vrijednosti 0, 1, 2,...,1—1, a n predočuje jedinicu u K(V =). 


| 3 
Odredimo proste ideale q,,..., Qw- u K(Vr), da budu va- 
ljane relacije 


l2 


(Elo. (Ben. (Zima, 


qs qs 
(15) (=) 6", (hsH, (Ć=#Fs), 
(G)=+ aa (2), +1, 
&t=12..., m) 
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Stavimo li sada 


Nu (49) =q., s=i, Deo m'), 
Vr, k 


lako se možemo uvjeriti, da iz (15) izlaze jednadžbe 


o 


Qs 
(I =+l,..., b25) =+1, 
Qg /2 ds /2 
G= 1. 2;« m) 
Prema tomu su prosti ideali Q,,..., Qg primarni ideali 2%toga 


stepena, a uz to hiperprimarni ideali /-toga stepena. Ako stavimo 
sij =(%), 6G=12..., 1), 


tako da budu x,,..., ,,x primarni brojevi 4%-toga stepena, valja 
prema onome, što je gore razvijeno, posebni zakon recipročnosti 


OG h i.“ 


s=LA4< m') 


Odavde zaključujemo, da je poradi (16) 
x8 6 , 
(+ =+1, S=1,2,..., 1). 
3 
No tada je svakako i 


: | 

ia nn =+1l, G6=1,2,..., 1) 
P 7/8, vw 
A 


ili 


ai: e), 
no ko = ma 
a 3, 2 +1, s= 1, 2,. sm"). 
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Budući pak da je 


x8 Sxa 
—— = |(— =" 2:.e j 
( p ), ( p JE (s 3 3 3 m'), 


moraju biti simboli (*- ), jednaki /%-tomu korijenu jedinice, a 
stoga je 


(17) (= =2+14, g=12..., m). 


Ja 
No dat će se odrediti jedinica € u X (V r*) tako, da bude 
2 B 
ez Vr primaran broj u K (V r*) Ltoga stepena. Onda je po za- 
l2 
konu recipročnosti za ostatke i-tih potencija u tijelu ZXZ (V r%) 


(>) BE +1, (S=1,2,..., m) 
418 


Prikažemo li sada € u obliku (14), pa obazremo li se na (17), 
dobit ćemo odatle relacije 


a “am ob mv 
traje ev 
pe ma ahm: , menta goa s | 
e +1, 


G=1 2.03 m) 
Iz tih relacija izlazi, da poradi (15) moraju biti svi eksponenti 
&,..., Gy: jednaki 0. Dakle je z=e,5#... € dmi? T* pri 
maran broj i%-toga stepena u . 


Ako je n > 3, nastavit ćemo započeti postupak, te ćemo se po- 
stepeno uvjeravati o ispravnosti 13. poučke, kakavgod bio broj n. 
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8 9. 


O kongruencijama s obzirom na module 


i (n—f—i ji 
A, =a, ma 


A = 1,4 107—0—Di IH, leno DP IH. 
* g 


Neka bude %& kojegod imaginarno brojno tijelo, u kom je sadr- 
žano tijelo 2*-tih kružnih jedinica &(£,); uz k neka budu i sva 
sa & konjugirana tjelesa imaginarna. Relativni stepen tijela & s ob- 
zirom na &(C,) obilježit ćemo sa m' tako, da je k od stepena 


mil (1-1), pak uvesti pokratu m = 5 Pod &,..., Em—1 


razumijevat ćemo potpun sustav temeljnih jedinica u tijela &, a 

pod £,, korijen jedinice, koji dolazi u &, no Fti mu korijen više 
PLEI 

ne leži u X. Za prosti broj 1—Č, = 1—e?" tijela & (£,) neka 

vrijedi u tijelu & rastvor 


kob % 
Isti U rmamara ge 


pak neka bude 


4 


h“ hh hh: 
, A) =1 = ) 


h 
(4) = 1 


gdjeno su 2,, 22)... , Az izvjesni cijeli brojevi u &, a X' cio raeio- 


nalan broj određen prema kongruenciji 
hk =1, (2). 


Dokazat ćemo ovu poučku: 
14. poučka. Ako za proste ideale q,,..., Qyx, Koji nijesu 
sadržani kano faktori u 1—Č,, valjaju jednadžbe 


(D8) O ZAKONU RECIPROČNOBSTI ZA OSTATKE (/-TIH POTENCIJA =. 151 
—_ sA E =+1, GS), 
ds Jn bj s Jn 
s. Kk==1,244 04 10), 
a za primarne proste ideale #“-toga stepena jednadžbe 
£8 ' 
EJ! s=1,2,...,m;k=1,2,..., 42), 
Mk (£) Nk 
= — ——— — 1 3 k l 9 
(4.756. (g). +> 0+ 


&t=12...,4, 


(9). _() 
gdjeno sut i% primitivni #'-ti korijeni jedinice, pa ako sta- 
n n 


vimo 
hv hh“ hh' 
W =(4)) 4% =(0),.-., la. = (m) 
hh: Ah hh: 
Wo =(m)Nh =(m),.., ba == (72) $ 
tako da budu %&,..., %g cijeli brojevi, a F,,..., g primarni 


brojevi #"-toga stepena u &, to valja za svaki prema 1—č,, prost 


n n—1 
cio broj o u & s obzirom na modul A, = G=) 8 — (#—1)! 


kongruencija 


u, U4m V, Vm W, g 


i p 
(1) QGge at foo. Ego 4 (4), 
& 


gdjeno treba eksponentima %,..., Ym» Yi,+--, Ym podijeliti 
izvjesne vrijednosti 0, 1, 2,..., #*—1, a eksponentima ,,..., 
vrijednosti 0, 1, 2,..., P—I—1, pod = pak razumjeti zgodan 
cio broj tijela X. 
Dokaz. Lako je uvidjeti, da broj 
4, tm t Om “4 wz 


u = E, pg VE X ša aK Ti s TE 
m m 2 


152 S. BOHNIĐEK, (59) 


gdjeno eksponenti 4,,..., Wygs Vis + - + > "m imaju kojegod između 
vrijednosti 0, 1, 2,..., ?*—1, a eksponenti T,,..., Zz kojegod 
između vrijednosti 0, 1, 2,..., P—i_1, ne može drukčije biti 
kongruentan 0"-toj potenciji cijeloga broja u & s obzirom na modul 
Ay, nego da budu svi eksponenti #,,..., Ugo Vis...) "m> 
W,,..., jednaki 0. 

Ako je bar jedan između eksponenata #,,..., Ugo Vis ++> Vas 
W,, ..., z prost prema !4, ne može u. biti kongruentan 7"-toj po- 
tenciji cijeloga broja u & već poradi toga, što 

4, Um 2% Vnm Vz 

mapa e m e 

m m 4 
ne može da bude kongruentan i-toj potenciji cijeloga broja u & 
s obzirom na modul A,', ako eksponenti 4,,..., Wygy Vis.) Um 
Wy,..., Weg imaju koju od vrijednosti 0, 1, 2,..., i—1, osim 
ako su svi ti eksponenti jednaki 0 (H. Rq. Z. S 30; F. 8 18). Ako 
su pak svi eksponenti #,,..., m, Pi...) Omo Miya We 


djeljivi sa ik, (kK < n), ali ne više sa Ik+1, stavit ćemo 


k 
W=414,..., 44 = 64: 
ib k 
uy, =0b,,..., 0 0 
m. 
W=l6,...,w =tbe, 
gdjeno među brojevima &,,..., Am, Dis. + .+> Omis is. .>, Cz 
ima bar jedan, koji nije djeljiv sa . 
Uzmimo, da postoji kongruencija 
4, Y4ym V, vVvm “Y Wz kdo 
(2). E «GE 4, cs M, sude =; 1); 
m m 4 
gdjeno eksponenti %,,..., g, %i,+.-, Ym imaju koju od vri- 


jednosti 0, 1,..., #*—1, eksponenti pak ,..., % koju od 
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vrijednosti 0, 1,..., 1"—I—1, a a označuje cio broj u X. Sta- 
vimo li za čas 


moći ćemo (2) napisati i ovako: 


ka] 


-1 


k—1 n—1 
68) [zene 5) z0, (Ag. 


n 


e 
0 

Ako je Ig kojigod između prostih ideala ,,..., 1, zaključit 
ćemo, da poradi (3) jedan između faktora lijeve strane mora da 


Limit m—1) 1%) 


S 


bude djeljiv sa l . Neka je to n. pr. faktor 


gi 
v 


x k—i 
=£9 lje u 


n 


No tada bi morali ostali faktori produkta u (3) biti djeljivi točno 
n—1 


n—i1 k—1 , 
sa 16 , a odatle izlazi, da je faktor ,* i Dig dje- 
8 


L((n—1)P'— (n—2) 1 —* 


ljiv sa l j Valjala bi dakle kongruencija 


y = b 


? ? 
8 


gdje je B cio broj u X. 
Nastavimo li taj postupak, uvjerit ćemo se, da se dadu naći 
kongruencije od oblika 


. de poka u" 1) 
8 


Pai 


(Sed 25 aa e 


gdjeno su %,..., 2, cijeli brojevi u &. No poradi toga postoji 
uvijek cio broj Y u ć, za koji je 
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mk (1) m—kji—(n—k—n) PI 
z2Y ' (a )" ) (n ) ) , 
41 . 

Budući pak da je bar jedan između eksponenata 4,,..., Gy, 
bi,.+..9 Bmy Gi +.-> €g prost prema i, ne može ta kongruencija 
postojati drukčije, nego da budu svi ti eksponenti 4&,..., By, 
b,...>) Bm» Gis+.-, Cz jednaki 0. | | 

Tim je naša tvrdnja o broju u dokazana. 

Stavit ćemo sada 


zas (1267) (1 me zo) i 


gdje nam + nadaje normu uzetu u tijelu &, pa neka nam 


(1) (L,) 
(4) 9+. .> 4% 


predočuje potpun sustav cijelih prema !, prostih, a s obzirom na 


n— 
modul Di inkongruentnih brojeva tijela &, koji su osim toga 


pa. 


n—1 
svi kongruentni 1 s obzirom na modul 1, hi 


Budući da je općeno 


(k) e (k) Kodak 
.\ EA. (1 ; 


2 
n 


d=1,2...,L, e=1,2,..., -1—1), 


ako je Ć, primitivan /"-ti korijen jedinice, moći ćemo iz sustava 


(4) odabrati Li brojeva n. pr. 
ba 
(1) (a : i) 

jes 1 


e (&) (&) 

tako, da broja Ć “, u tom sustavu nema, ako je % = kojigod 
n 

broj toga sustava, a € makar koja između vrijednosti 


1 Zana = 


(62) o ZAKONU REOIPROČNOSTI ZA OSTATKE /M-TIH POTENCIJA ITD. 15 


Stavimo nadalje 


Majo "(1 ; nl) / " 
pa neka bude 


1 L, 
(5) (1) “o 


9... 9 “ 


potpun sustav cijelih prema l, prostih, a s obzirom na modul 


n—1 
he inkongruentnih brojeva tijela &, koji su osim toga svi kon- 


gruentni 1 s obzirom na modul [,' l pa U? . Iz su- 
2 
: : a a 
stava (D) moći ćemo kao u pređašnjem slučaju izvaditi = 
brojeva n. pr. 
I, 
(a 
(6) - b, (..> % 


tako, da broja Č“ 2%) među tima brojevima više nema, ako je 
24) kojigod između brojeva (6), a e makar koja između vrijed- 
nosti 1,2,..., =-1—1. 

Analogno ćemo dalje postupati s prostim brojevima l,, li t. d. 


L 
Napokon ćemo odrediti zadnji sustav od i brojeva 


hora gj ? 
2 A 


=» (17) u - zo) 


(k) (&) 
a među brojevima (7) broja € a nema, ako je a = kojigod iz- 
2 & 


gdje je 


među brojeva (7), a e makar koja od vrijednosti 1, 2,..., P—i_i. 
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4 um % mo W / ()\1"/ GV (di\ 7 
1.) E e (a (a ' mE ) : 


m m Z 2 


L L, 


i er 


ta 9.0) Uo P19:++9 M770, 1, 2,.., P— 15 104)... 020, 1,2,..., PI. 
S m om X 


GJ 
m—njćjo 


predočuje nam sustav od 


m [ml —(m—1i"—1 1. ša) 
l 1— s) <.“ 1 — n(l,) 


cijelih brojeva tijela &. Svi su ti brojevi prosti prema 2 i među 
sobom inkongruentni s obzirom na modul A,,. Zaista ako uzmemo, 
da su dva broja od oblika (8) kongruentna s obzirom na modul 
A, n. pr. da je 


, n . n 
4, Un % Om VW- tz (2) \ (22)\ # 
€ GLEE Ai ...& uri ..." WI .. . « 


m m Z £ 
4 Um Yi "m vw wz (#,*) ka (#2) ka 
= € e... € Lou ča da ur šaci %i s... vA 9 (A4), 
m m Z Z 


to bi, budući da su brojevi #,0,..., 2,( prosti prema l, odatle 
izlazilo, da su eksponenti #,,..., Yymy Vi,-.-) Om» Wiy---> '2z po 
redu jednaki eksponentima %,',..., Wmo Vi'3++:3 Uma Wa-:+: Uz), 
pak bi moralo biti 


hk lo ko 


GE (še) (8) (ie) 
(a zali = (a ) (27) > CA 
# 2 
Iz te kongruencije izvodimo po redu ovih # kongruencija : 


1? 


X «)\Z (i.") nn 
(a ) : (m ' | (čl (n—1)] 


 - o _—i.ĐŽL X... rJJ== ———> 
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I" 


Ča : Big Ši (124o——n0), 
2 2 4 


Uzmemo li sada kojugod od tih kongruencija, n. pr. ovu: 


Goi (GBE ( utmi"—in—n—i 
. z *, , k , 


to bi odavde izlazilo, da mora biti 


(4%) (#) n—1 
MI 4 E (u ) a 

k no ok k 
gdje je Ć, primitivan #-ti korijen jedinice, a e jedna od vrijednosti 
0, 1,2,..., #—1, no to je poradi gore razvijenoga svojstva bro- 


jeva a samo moguće, ako je 
k% =, 
(ke=12 44 saf) 
To pak znači, da izrazi s lijeve i desne strane kongruencije (8) 
nijesu bili različiti. 


A budući da s obzirom na modul A, ima u svem 


2 
“rat n—l TT 1 
po (m7"—(m—19—) ls] Ć m . 
; n(l4) 


prema / prostih, a među sobom inkongruentnih brojeva, to nam 
cijeli brojevi (8) nadaju potpun sustav takovih brojeva. Tim je 
14. poučka dokazana. 

15. poučka. Ako nam qr...) Q0m PL...) Pg, Xa) mo 
71)... Tz imaju ono isto značenje, što ga imađahu u 14. poučki,. 
to valja za svaki prema b prost cio broj o u & s obzirom na modul 
A',, kongruencija od oblika 
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n 
(9) ze, E X ...X TM a x, (A), 
m 


gdjeno treba eksponentima %1,..., Um, P1, +++, Ymy M1. +... 1 
podijeliti izvjesne vrijednosti 0, 1, 2,..., #"—1, a pod « razumjeti 
zgodan cio broj tijela X. 


Dokaz. I u ovom se slučaju može ponajprije dokazati, da broj 


“, “m € m“ Vz 
€1 ... € ki ... A Ti .. . Te 9 
m m 4 
u kom eksponenti %,..., Um Vi, ++ <3 Om Wiy+ +.) z imaju 


koju od vrijednosti 0, 1, 2,..., —1, ne može drukčije biti 
kongruentan /"-toj potenciji kojega cijeloga broja tijela & s obzi- 
rom na modul A,/', nego da budu svi ti eksponenti jednaki 0. 
Dokaz je posve analogan dokazu u 14. pvučki. 


Len (0477) (» 1), 


Stavimo sada 


pa neka nam 


(10) adi... : (La) 
predočuje potpun sustav cijelih prema I; prostih, a s obzirom na 
—1 
modul l, HH inkongruentnih brojeva tijela &, koji su osim toga 


svi kongruentni 1 s obzirom na modul 


Lila o tar—iaa i;m—1lLa 
m [ 1 , 


8 


Budući da je uopće 


n-—-1 
aba rast LJ (uši id i 


&=12,... 1), 
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gdje je Cr primitivan Fti, a Č' primitivan 1?-ti korijen jedinice, 
to možemo iz sustava (10) odabrati E: brojeva n. pr. 


(5) 


20) asa 1 


2 
koji se odlikuju ovim osobitim svojstvom: ako je &, kojigod iz- 


među tih brojeva, to među njima nema se“ Ša bi bio kon- 


gruentan Či' a, ili Ć,' e, s obzirom na modul Li "41 
Slično ćemo odrediti za modul pe + gustav brojeva 
(=) 
m 
2D,..., % : 


(2 =") 69), 


ni—1aa 


koji su prosti prema [,, s obzirom na modul [, među so- 


bom inkongruentni, a osim toga svi kongruentni 1 s obzirom na 


1 —] 
modal LT +1 WHAT HH 


, i odlikuju se ovim svoj- 
8 , 
stvom: ako je % kojigod broj toga sustava, to u istom sustavu 


nema broja, koji bi. bio kongruentan Č1' a, ili Čg' % s obzirom na 


u+H1 
Taj ćemo postupak nastaviti i konačno za modul L * > odre- 


diti sustav brojeva 


m 
2 Z 3 


(b) : ru 
x ... 


(L =") an), 
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5 ' : ' Ju TE E 
koji su svi prosti prema l;, s obzirom na modul I,“ među 


sobom pr joge a osim toga svi air issa 1 s obzirom na 

+ LH. ini" iji 
z—1 

osobitim svojstvom : ako je «, kojigod broj toga sustava, to u istom 


modul Li , i odlikuju se ovim 


sustavu nema broja, koji bi bio kongruentan (C1' 2, ili €, a, s ob- 


—1 
. I 
zirom na modul 2 daa 
F4 
Izraz 
u, 4m ć", “m %0, We . 1 ' 1 
(11) EL... € ži osovi Ti ... TE (a Mj ira (262) ' 
m m 2 8, 


Ua,..+.>. Yi Vi,..., Vino Wi,..., w, =0, 1, 2, ... Iis1 


predočuje nam sustav od 


bei as 


cijelih brojeva tijela X. Svi su ti brojevi prosti prema č i među 
sobom inkongruentni s obzirom na modul A,/'. Zaista ako uzmemo, 
da su dva broja od oblika (11) kongruentna s obzirom na modul 
An, N. pr. da je 


4, “m Om, Weg 2? M 
( 12) €1... € kdo... A F1 s. U (a9) a (22) 
m m s 4 
WW “m ov “mw wz pen js 
gi a (« “e ( ia (A) 
m m Z g 
to bi, budući da su svi brojevi PAVA mae ao prosti prema (, 


odatle izlazilo, da su svi eksponenti %,..., Um, Vi... 3 Vm: 
Wi,..., Wz po redu jednaki eksponentima 41',..., Wo P13:+-) Um 


W1',..., Wg', te bi moralo biti 
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CVATE NS GP : 
(+ ) mo z (a (2, 2 (A',,). 


Iz te kongruencije izvodimo po redu ovih z kongruencija: 


| (€) Lj" 
Xa 


Phd 


(iz) (sI 7 dami —(n—1) IH 
(2) =(2/) >| (1 B 


? 


GI" 1 [n]'—(n—1)—dH\ 
Bait | 


5 2 8 


Uzmemo li sada kojugod od tih kongruencija, n. pr. ovu: 


SVU" ČR (dini —(— 1+ 
(+) (2 (4 ), 


pa postupamo li s njome kao u analognom slučaju 14. poučke, 


uvjerit ćemo se, da bi poradi nje morala da postoji kongruencija 


(ix) o GD) pe 
i? ZLE (4 ), 


gdjeno je ,' #-ti korijen jedinice, no takova je kongruencija po- 
(x) 
radi gore razvijenih svojstava brojeva a nemoguća, osim ako je 


\ 


, 


k=%, 
(k=1, 24044 8) 
k | 
To pak znači, da izrazi s lijeve i desne strane kongruencije (12) 


nijesu bili različiti. 
Budući da s obzirom na modul A',, ima u svem 
duge Pre Pre 


R. IJ. A. 165. l1 
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prema i prostih, a među sobom inkongruentnih brojeva, to nam 
cijeli brojevi (12) nadaju potpun sustav takovih brojeva. Tim 
je 15. poučka dokazana. 


S 10. 
m 
O karakternom sustavu broja i ideala tijela X (Yp,). 


Neka budu prosti ideali tijela & sadržani u relativnoj diskrimi- 


1 
nanti Dm_ tijela K (V ) s obzirom na tijelo & svi prosti prema 
Vu, k 
š; označimo ih sa D,,..., Dj. 


Ako je v kojigod cijeli broj u &, zvat ćemo 


Gre 


karakternim sustavom broja v u tijelu K (V y. Ako je 


in 
nadalje S ideal tijela X (4), to je Now (3) =i ideal u, te 
M, k 
možemo staviti j#* = (1) takv, da bude 1 cio broj u k. Imaju li 
tada za sve jedinice € tijela & simboli 


RUNA Go U 
Bi n le dy n 


vrijednost 1, nazvat ćemo 


karakternim sustavom ideala 3; taj je sustav idealom 3 
jednoznačno određen. | 
Uzmimo nadalje, da među jedinicama tijela & ima takova jedi- 


nica €,, za koju svi simboli ' 
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(45), 18 3 . 
Og Ju 
nemaju vrijednost 1, nego među njima ima jedan simbol n. pr. 


(1) 
(E , koji je jednak primitivnomu l"-tom korijenu jedinice 
: n 


| d 
Promotrit ćemo tada sve jedinice E, tijela &, za koje je ( s Pi. 
n 
Neka bude među tima jedinicama fo jedinica &, za koju je 
€ uo '2) ga 
pa SE = : , Sdjeno nam € predočuje primitivni 2"-ti korijen 
n 


Pr 


jedinice. Promotvit ćemo sada sve jedinice ć, tijela &, za koje je 
E =1i o E = 1. Između tih jedinica £, može biti 
dy, n d;_ 


| (9) 
takova jedinica €,, za . je am .. ) =. , Sdje Sa primi- 


tivan (*%-ti korijen jedinice. Postupajmo tako i dalje. Dobit ćemo 
na taj način 1, = 10 jedinica €,, &,..., €,, za koje valjaju 


jednadžbe 


ns o —_ ——— — — -— -—— = o _- — -— —— — 


NI E, U P=: ŠT m ( £f,y U ) _ "9 : 
dy Ju Dy_ NA LJEPE aa 


između ostalih pak jedinica £ tijela &, za koje je 


i vra a aji 
De Jn o? De_i1J/a I Dir +1 no? 
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neka ne bude više nijedne, za koju bi jedan od ostalih simbola, 
što potječu od ideala dur... .> d,, bio jednak primitivnomu 


"tom korijenu jedinice. No neka bude €, 1, takova između tih 


e LI 2 bad e » €r +1 e e e o pa 
jedinica &, za koju je pars ' 3 jednak primitivnomu 1?" 1_tom 
"ft, 


(1) 
korijenu jedinice 4 . Promotrimo sve jedinice €, 1 , tijela k, za 


1, u | 1, u ' 
koje je b ni Jak M iron ") =— 1. Uzmimo, da među 


tima jedinicama £,,.,] ima jedinica €, 42, za koju je 
,+2, U -€ 
04_r—1/n n—1? 


gdje je e primitivan /"—1-ti korijen jedinice. 

Započeti ćemo postupak nastaviti, te ćemo napokon doći do su- 
stava jedinica &,..., 8,3 €, R19++<> &rbr3 Srbrblo + (++ 
Šnobrebnsi 113 SnPHnbetbr,_aHjo Snbnbe+r,itni 2? 
koji valjaju jednadžbe | 


PREV. (0) 
VR) A 


m ——.—— o 


(":*) m ko& ući (Zee) _ 
de /n ! \ Dy_i/n (dg, +1/n on 


NEE og [263 be) o, &r,+H, u) a) 
De PEKE 3 d#_1 PE ....9 D_, +1 no , Di_r, re —1 
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(12). 
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o o _-——- ---- ---- + - -———-—_——-— 


7 sjeli 7 sorurpel 


o[81so #Z ns ogy 'eowupel ruof110x] kafi TUADTUINJIA (u * > , Zzi=y9)' a2 tn bole 


m ns "I 

I u(T-tr*4—“ —'4— 4, 1Q MP RE NE 3B: : a | 
m %).4 FE JEROEEJENJA = di Ua--T— Ub maja 

s. je Ro T- a——Fa—'4 —90 ez) TH Va — ča — T4— 90 i U a 
0 47 (rd pHi=tg+HiPus dO TH pe puRua 77 VA STH pšupvas 
2B, phu—u—u—aa\ pure I-fa mje, S 
= moram L=\Vgarupu J T= (rada 
e ( *i—'i—Aq 4) s oak) VREM Bi A KIO 0 E 

m 7 bgareru) 17 dasa i borrarku “i (a (THuHa 

A a a Ir—4—4q To . I+'4— 49 PRVE i» 6) mao E. -4q = Z s: fa 
(34) ri *šaHl4z i TI 442) To Š4H143 I LA 


—a -— na — -— — a —_ -— -—— —. e = o mad od -_—— — — mnamene 


(TU. (+10) = “u AQ i “/rH4—aq io T—4q ik JARET ) 
WW (gura) o gre)  \qore o lze) gora 
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&be\.. Gi ) 
dy uo ja. dr —ra—..— rp h1 n 


svi po redu jednaki 1, neka budu i ostali simboli 
Bu ) E. U 
DE -r—n—e—tn Jan dy Ju 


Simboli, koji potječu od ideala by ,..., D;_y,-p1, Mogu imati 


jednaki 1. 


1" vrijednosti. Među simbolima pak, koji potječu od ideala 
DE ro++:9 do ror,+b može biti takovih, koji mogu postići 
i—lvrijednosti, ali i takovih, koji su podobni, da postignu 
Pvrijednosti. Prvih neka bude 7,("—D, a drugih r,) Nadalje 
može među simbolima D;_,_,,)-+.> Dyx,—r,—r, HI biti in—2 , 


19- 1 (n—2) 
9 


i )" - vrijednosnih. Prve vrste neka bude 7, druge 


Y, mo a treće 7, m) 5... >, napokon može među simbolima 


DE P—fg—ee—f— 19 +++) Dti=n=režee— rati biti 2, 02, 8,..., bn 


vrijednosnih. Prve vrste neka bude ro , druge po, treće ro .., 
(n) 


zadnje vrste 7, 
Ako je između jedinica €,,..., €r,-Hn-h..+rn jedinica £, takova, 


da je 


GE): 
du_g-H1 n ša 


gala ree m smem : : Ni 
gdje je Ć, primitivan #*-ti korijen jedinice, a simbol je | dr_oH/ a 
podoban, da postigne svega i* vrijednosti, moći ćemo uvijek odre- 


diti prikladnu potenciju e jedinice €, tako, da bude 


a 
€.“ u 

E za : . 
t'—o+1 
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To ne će biti moguće, ako simbol ( može da postigne 


» u 
merei n 


ni 


više od I* vrijednosti, n. pr. /" vrijednosti. Stavimo li i==et", to 


će se u tom slučaju dati odrediti zgodna potencija 3 jedinice &, 
tako, da simbol 


€ 
“4 Y, U 


_g+1 /n 


dobije izvjesnu, i to samo jednu, između vrijednosti 


(3) nI... LE, 


“TI OT) *>»2 “T 
Zaista ako je 
Ani Ant 
u VU ( Eg, U ' # 
= e = e ————— = € 

doo n * (D#—o-Hl/n j 
gdjeno su 2, 2' cijeli brojevi prosti prema /, dade se uvijek odrediti 
broj € tako, da bude 


X(Mcdr—x-ba)ni 
NN. 
€ 


jedan između brojeva (3). Stavimo li naime 
\ = C 17% + d 


tako, da d bude manji od 1"—*, valjat će u tu svrhu odrediti c 
prema kongruenciji 


c=—><c, (č) 


Odredit ćemo zbilja u prvom slučaju zgodnu potenciju e. tako, 
da bude 
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a 
€ 1, u 
: sd — 2+ 1, 
d_ 941 a 
a u drugom, da bude 
€ 
gt, M 
du_g-H1 n 


jednako jednoj između vrijednosti (3). To ćemo učiniti sa svakom 


jedinicom &, iz sustava 


& Pag Šnbrn+. trn 

i sa svakim simbolom, koji potječe od ideala 
D, > M Ee mms i 

Pod 


Isto se očito postigne, ako « pomnožimo produktom € svih tih 
potencija jedinica £,. Tim će načinom 


(n—1) 


pai 


< (2) 
"=, +n 


između simbola 


imati svagda vrijednost --1. Vrijednosti ostalih #'—7* simbola 
nazvat ćemo u ovom slučaju karakternim sustavom 
ideala JZ. 

Ako označimo sa t,, ($=1,2,..., 1) broj P—*F1.yrijednosnih 
između simbola (1), to ima među simbolima karakternoga sustava 
ideala S 
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(n) | (1) (n) (1) 


ro =4h—>n o —>rno>...— " "vrijednosnih, 
pre nr g. Fae, pio, 
0—2_ poj (n—2) 5 (n—2) kN 4+ mn, 
n 
Kon t _ KI nu; : Boa M Mo l- . 
n n n 


Stavimo li pokraćeno 


nr = nr + (n—d)rt—D 4... hr, 


ns="n b(n—ld)n+ +79 
nt =" +(n—1dt +... + ta, 


to valja jednadžba 
(4) t—s=r, 


kojom ćemo se doskora poslužiti. 
In 
Kako smo gore razvili, pripada svakomu idealu 3 tijela X (Y ,.) 
jednoznačno određen karakterni sustav. Taj je karakterni sustav | 


zajednički svim idealima razreda, u koji 3 pripada. 


& 11. 
kod 
Rodovi tijela K (Vu). 


Skup svih razreda, kojima pripada isti karakterni sustav, zvat 
ćemo rodom, napose glavnim rodom onaj rod, kojega se 
karakterni sustav sastoji od samih jedinica 1. 


Da odredimo gornju granicu za broj rodova, dokazat ćemo 
ponajprije ovu poučku : 

16. poučka. Ako # i v imaju ono isto značenje, što ga ima- 
đahu u 10. poučki, pak ako sa 7( označimo broj 1"-vrijednosnih, 
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sa r(*—1) broj P—!-vrijednosnih, .. M napokon sa #(!) broj U-vrije- 


dnosnih karaktera kompleksa u K Vi, to valja relacija 
t+v—m ša r, 


gdje r ima značenje pređašnjega paragrafa. 
Dokaz. Ako su 


Žare Sri nb nora nbHnHe+rn—iHr nn 


karakteristične jedinice određene jelnadžbama (2) pređašnjega para- 
grafa, a 8%). Puo—o%> M1, 160) 51, 0,9 Pin, ls Pi, 02, imaju ono 
isto značenje, što ga imađahu u 10. poučki, ne može postojati snošaj 
od oblika 


a, aa e +1 Jvn Ć+n+H.Hrn—iH 


(1): gada ić jE 
m mH ka fibrbHrn—i1H 
nF Prn—i bra gn 
.. € “e =l, 
MNnoHraH-. rTa— 1 bra 
gdjeno je 
n ' =: 
b bo—uw* PT *1 tg, va po 
b=9 ... 9 U 8 A ra. : 
w—w* a,1 8, Va 
1 


eksponenti a,,..., a, imaju koju između vrijednosti 0, 1,..., P_i, 
eksponenti 4,11). G,, +r, koju između vrijednosti 0, 1,..., poi. 
i t. d., napokon eksponenti 


o, Hub Haiti? o, Hate +Hry—1F"n : 


b,,.., d u 


“u sad 
w—uw" 81? 8 ve 


koju između vrijednosti 0, 1,..., 1—1, a &,n predočuju jedinice 
tijela x, osim ako su svi ti eksponenti jednaki 0. 
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Zaista kada bi postojala jednadžha (1), moralo bi biti 


GI: 


za sve proste ideale karakterističnih simbola, no to je samo mo- 
guće, ako su svi rečeni eksponenti jednaki 0. 
Dademo li, da u izrazu € jednadžbe (1) eksponenti 4,,..., 0, 


prođu sve vrijednosti 0, 1,... /"—1, eksponenti 4, 11,.) Br4r, 


sve vrijednosti 0, 1,..., Po_iitd, napokon eksponenti 


A, HnH-+ "4—1+1 nr PH nb "177 > 


bis cvavb u 


..  . u 


w—u?? 
L) 


sve vrijednosti 0, 1,..., l—1, dobit ćemo 


Nk MEAN PRVO nie 


jediničnih sveza /"-toga stepena. No kako jediničnih sveza /"-toga 


Md 


stepena uopće ima , mora dakle da bude 


nr, + Q—1l)n, +...-br, bno i: mn 
ili prema (4) pređašnjega paragrafa 


i+v—-m<r, 


kako je trebalo dokazati. Poradi 10. poučke mora biti 7 Zi 1. 
Budući da valja 


| m 
17. poučka: Broj je g različitih rodova u K (V u) manji ili 
ponajviše jednak broju a dvoličnih ideala, (dokazuje se analogno 


U 
dokazu za tijelo KY,; isp. F. $ 6, Satz 22), — valjat će i 
ova poučka: 


Š meze SEE 
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18. poučka: Broj je rodova g manji ili ponajviše jednak 


par ako nam r ima značenje kao dosad. 


Dokaz nam daju poučke 17., 10. i 16. 


$ 12. 


Posebni zakon recjpročnosti. 


19. poučka. Ako je pP primaran prost ideal V'-toga stepena, a 
7 primaran broj #"-toga stepena tako, da je (m) = ph i nadalje r 
kakavgod prosti ideal u &, za koji je 1" = (0), gdje je g cio broj 


Te | ž 
u &, to izlazi iz (£) = +1, da je također (4) =a 
Se n z 
Dokaz. Poradi ( 3 = +1 raspada se r u tijelu Z(Y =) 
na I" među sobom različitih prostih ideala. Ako je jedan između 


IN 


tih ideala 9, budući da je broj rodova u tijelu X (V :) jednak 1, 


mora da bude 


20. poučka. Ako je P primaran prost ideal 2"-toga stepena u 
k, a = primaran broj /"-toga stepena u & tako, da je pi = (7), 
pa ako je r kojigod prosti ideal u &, za koji je 4 — (e), gdjeno 


je e cio broj u &, to mora biti, ako je 


£2 = +1, također ća = +1; 
n 


/ n 


koa ama Bre, 
(£), Ck, također (3). Cig 


gdjeno su Čz, Č'x primitivni 1X-ti korijeni jedinice. 
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Dokaz. Prvi se dio ove poučke dokazuje kao 19. poučka. Ako 


7 ; 
je pak u drugom dijelu SE Cu, to mora biti također 


gdje su £,, fp" #-ti korijeni jedinice. To izlazi iz zakona reciproč- 
nosti za ostatke l-tih potencija. 

No da dokažemo ostali dio tvrdnje, odredit ćemo primaran prost 
ideal 2"-toga stepena 9, u & sa primarnim brojem 7, #"-toga ste- 
pena, za koji je 


ZA mei PE 
Er dd ri m 


gdjeno su C,, CČn' primitivni 2"*-ti korijeni jedinice. Po onome, što 


X , UL 

smo već pokazali, mora biti pi = (,, Zdje je opet Ć, primi- 
n 

tivan /"-ti korijen jedinice. Stoga možemo odrediti eksponenat e 


tako, da bude 


in 
Žž 


arak _% 
U tijelu K (V +) ima ponajviše ! = rodova. Da ih 
| TT 


—k 
zbilja ima pd , možemo lako uvidjeti. Ako je B prost ideal tijela 
In 


K (KV a") sadržan u p kao faktor, to se karakterni sustav 
Na 


ideala *5 sastoji od karaktera 


BF) E)(2) 
po/a \p/n—k (Bo /a (0 /a—k" 
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Zadnji je od tih karaktera jednak 1"—*.tomu primitivnom ko- 


r 


TN 
rijenu jedinice: dakle je različit od 0, jer smo uzeli, da Gi 


nije primitivan 2"-ti korijen jedinice. ne pripada glavnomu rodu, 
a poradi toga određuju ideali 


n—k 
B, B*, Bb, Braco B. 


je različitih rodova. 


Ako nam je sada X' cio racionalan broj prost. prema (, tako 


da bude 
—1 k“ 
Dr G= 
(Z n D,/n E 


pak ako nam c,, 6, predočuju karaktere kojegagod roda u 


pe —_—_———————_ 
K (KV a"), to mora biti 
TT 
Goe =1. 
IN 


No i r se raspada u X (KV » na 1" među sobom raz- 
TT 
ličitih prostih ideala Svaki od tih prostih ideala ima karaktere 


PPR ME 
b m p/a? Vi n Vi 


Stoga je 
k: 
tamo. ase 
(E), (E), Za 


No budući da je 53 jednak primitivnomu 1"-tom korijenu 
' n 


jedinice, mora, kad je ek' prosto prema i, i ca biti jednako 
1 n 


rimitivnomu /*"-tom korijenu jedinice. 
p J J 
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19. i 20. poučku možemo ujedno sabrati ovako: 

21. poučka. Ako je P primaran prost ideal /"-toga stepena u 
sa primarnim brojem ("-toga .stepena 7, r makar koji prosti ideal 
u &, a p takav cijeli broj u &, da bude (0) == \"", to je svagda 


Te 
U) & ) no 
gdjeno je s cio racionalan broj prost prema (. 


& 19. 


O zakonu recipročnosti među primarnim i kojimgod 
drugim prostim idealom. 


Ako se uzme, da je za tijelo & (Zp) #"-tih kružnih jedinica u je- 
dnadžbi (1) € 12. eksponenat s = 1, dade se za tjelesa & nadre- 
đena tijelu & (,), ako je u & broj razreda h prost prema i, poka- 
zati; da eksponenat & mora biti jednak 1. Postupak je analogan 
postupku Furtwanglerovu (F. S 12) pri dokazivanju toga posebnoga 
zakona recipročnosti za l-te ostatke potencija, gdje je 4 lih prost 
broj. No zakon recipročnosti za /"-te ostatke potencija u kružnim 
tjelesima & (č,) nije do danas izveden ni za slučaj, da je u k(C,) 
broj razreda prost prema /. Dokazan je samo zakon recipročnosti 
za bikvadratne ostatke potencija u tijelu imaginarnih bro- 
jeva k (4), pak sam nedavno na temelju toga zakona recipročnosti 
već izveo zakon recipročnosti za bikvadratne ostatke potencija u 
izvjesnim algebarskim tjelesima nadređenima tijelu & (4). U drugoj 
sam radnji odredio zakon recipročnosti za osme ostatke potencija, 
ali samo između racionalnoga i kojegagod drugoga cijeloga broja. 
tijela osmih kružnih jedinica. Koliko je meni poznato, nije u tom 
smjeru ništa više učinjeno. 


Kušat ću ovdje izvesti zakon recipročnosti za /"-te ostatke po- 
tencija u tjelesima /*-tih kružnih jedinica &(£,) pod pretpostavkom, 
da je u .&(C,) broj razreda prost prema 0, uzimajući, da je za 
k(C,) poznat zakon recipročnosti među racionalnim i kojimgod. 
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drugim prostim brojem. Prema tomu valja ono, što slijedi, zasad 
tek za tijelo osmih kružnih jedinica, a dade se raširiti po Furt- 
w&nglerovu načinu na izvjesna tomu tijelu nadređena algebarska 
brojna tjelesa. 

Dokazat ćemo ponajprije ovu poučku: 


22. poučka. Ako su u tijelu /"-tih kružnih jedinica &(C,,) P, i P, 
dva prosta ideala, koji nijesu konjugirani, pak ako je 


hh: hh 
Vi =(") PB =(m), 


to se dade u &(£,) odrediti primaran prost ideal /"-toga stepena r 
sa primarnim brojem /"-toga stepena p tako, da bude 

FL == KA = x, ] pj =: (E) o : 1 k San 
(5), KJE ard (ota pin rom 
gdjeno su 4 i primitivni 1*-ti korijeni jedinice. 

Dokaz. Neka budu M, 9,',..., MV i pa, Pa/,.. i) Dal) svi 
sa Y, i 9» konjugirani i među sobom različiti prosti ideali u & (C,). 
Stavimo 


i ' 4 ' ' bi (a,) hh' ; (a,) 
pez (9) oj =(m). 10) =a ) 


/ 


4 4 (a9) hh (a,) 
po = (72), (po')Ph =("')..., Pg ) iri Ta , 


pa odredimo prost ideal r u &(£,) tako, da on bude primaran 


("toga stepena i da valjaju jednadžbe 


EJ (8) 


QEFl (E-),=+1 6=2,8,..., 4), 


Pes 
= Ki 
s 
3 

ll 


= zi s, (6) i 
h=ati PJ o=+n pa ajme 


L 


gdjeno su čx, &'x primitivni iti korijeni jedinice. 
Onda je r već onakav ideal, kakav se traži u 22. poučki. 
Zaista ako stavimo 
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(2) | BDI... p, (20 =PM, ĐĐ... pg(20) = DP, 


.gdjeno su P,, Pa racionalni prosti brojevi, to je | 


(5)-(1). (2) -(2). 


(bar za tijelo osmih kružnih jedinica). 


Poradi (1) i (2) mogu se te jednadžbe i ovako napisati 


()-(6), (0) (8). 


a s obzirom na 21. poučku i (1) još dalje u obliku 


(+) =(2), G)=(£). 


a tim je 22. poučka dokazana. 


Sada je lako dokazati, da valja ova poučka : 

23. poučka. Ako je DP primaran prost ideal /"-toga stepena u 
tijelu “-tih kružnih jedinica &(£,) sa primarnim prostim brojem 

"toga stepena z, r kojigod prost ideal u &(£,), a () = 1", to 


je uvijek 


m 
Dokaz. Ako je (7) = |, sigurno je i (£) = 1 poradi 21. 
n n 


poučke. Stoga ćemo uzeti, da je 
(F)zu+no az, 
T Ju k 


gdje je €'x primitivan I*-ti korijen jedinice. 

Odredimo sada primaran prost ideal /"-toga stepena y, sa pri- 
marnim brojem i"-toga stepena T, tako, da bude 

R. J. A. 165. 12 
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(here (el) 


gdje su M E. primitivni ti korijeni jedinice, i eksponenat e 
prost prema i tako, da bude 


(2) = +1 


A 


Promotrimo sada tijelo K(V rr,€). U tom tijelu ima točno p-+ 
rodova. Budući pak da je 


(),(8). +1 


to je produkt karaktera za svaki rod toga tijela jednak 1-1. No 


in | 
r se raspada u tijelu X (Vrr,#) na i? među sobom različitih prostih 
ideala. Svakomu od tih prostih ideala pripadaju karakteri 


nem 
p n p/n M " bh, 


Produkt tih karaktera mora biti —- 1. Dakle je 


io Le a E 


a odavle izlazi, da je 


Akosurtip relativno konjugirani prosti ideali, lako je s pomoću 
netom dobivenoga resultata dokazati i za taj slučaj ispravnost 23. 
poučke. 

Posebni zakon recipročnosti za tjelesa nadređena tjelesima Ž (Z,) 
ne ćemo ovdje više dokazivati, nego ćemo u onom, što još dolazi, 
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uzeti, da je već dokazan; dakle da je za tijelo & u jednadžbi 21. 
poučke s = 1. 


S pomoću te činjenice možemo lako dokazati ovu poučku : 
24. poučka. Ako je v kojigod prema Ž prost broj, a u pri- 
maran broj /"-toga stepena u ć, to je 


II Ci)=+: 
tv 


ako se produkt [!' protegne na sve proste ideale tijela &, koji nijesu 
sadržani u l. " 

Dokaz je sasvim analogan dokazu za sličnu poučku u teoriji 
ostataka čtih i četvrtih potencija (F. S 15, Lietzmann: Inaugural- 
Dissertation S 14, Satz 38). Stoga ga ne ćemo napose izvoditi. 

Isto se tako lako uvjerimo, ako su v, u, v*, u* cijeli brojevi u 
k prosti prema d, a v*, puž primarni brojevi 1"-toga stepena, pak 


ako je v prost prema u, v* prost prema u*, da je 


(2), (5). = (2), (8), > 


ako je pak bar jedan između brojeva v, » primaran ("-toga ste- 


pena, da je 


(Isporedi F. S 15 Satz 43). 
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8 14. 


in 
Broj rodova u tijelu K(Y'), ako je relativna diskri- 


minanta D m prosta prema l. 
| Va, k 
. poučka. Ako je relativna diskriminanta D m tijela 
Da k 
K Va prosta prema (/, pa ako obilježimo sa 74, (8=1,2,...,1), 


broj 1—+1 vrijednosnih rodnih karaktera, a sa 
( (8 (8) : 
Ga, G Aa LI s=1.2 241), 


kakvegod /*-te korijene jedinica, koje su tako ustrojene, da je 
produkt svih tih jedinica 


n 
(1) || a" ki kod o) = +1, 
f 
1 


In 
to ima u tijelu X (Y ,) uvijek rod, kojega su karakteri jedinice 


(8) 
Cy , Ce g. <.“e4 c,G=1,2...,n). 
8 


n 

Stoga je broj rodova u tijelu X Vu jednak I"'—D ako sta- 
vimo w=w,y--(n—l)n-H...+ry 

Dokaz. Budući da smo uzeli, da je vx. primaran broj, možemo 
ga uzeti prostim prema 1. i 

Označimo li sa D,,..., D;. proste ideale, od kojih potječu #*-vri- 
jednosni karakteri broja; sa d;41,-.-, Dg -ps, proste ideale, od 
kojih potječu 1"—!-vrijednosni karakteri i t. d.; napokon sa 


DHt-hHtn—1+b +9 Dtjrtike tai -+tn 
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proste ideale, koji A l-vrijednosne karaktere broja, moći ćemo, 
ako stavimo 


| 


4 


hh S 
b_ =(8,), &=1,2,...,"=t+4-+b...+bt,), 
broj uŽ* prikazati u obliku 


(2) u. JE š 9 .", 
t 


gdjeno su eksponenti &,..., € prosti prema i, eksponenti 


€-+b--.> &,-++t, djeljivi točno sa l, nadalje eksponenti 


tHhHl>' 1:9 HH, 


djeljivi točno sa 1? i t. d.; napokon eksponenti 
*G+E-h.Hn—i-H,..., 26 


točno djeljivi sa ("—1!, a e predočuje jedinicu u &. 
Uzmimo, da vrijednosni rodni karakteri potječu od ideala 
it.d.; 


doć. RE [pi “vrijednosni od ideala b ua rave i ie 


napokon /-vrijednosni od ideala 


bnekebrn1H) 500 PiroHrebebrm imi 


K svakoj ćemo kombinaciji jedinica e) za koju valja jednadžba 
8 


(1), moći odrediti primaran prost ideal #-toga stepena p u & tako, 


da bude 
Bi | | u) 
m tr 
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nk)" BE VOEAV 
2 md, e) = 0. 


o _—-—e—==—.—— E. —————— = > 
= 


8 srekern—iH : BOinbebra : 
_betfaaH | 0) "beba 
n 1 s... REĆ A =a tavi 


p p 


— oD, 
n Tn 


a uz to, ako je č kojigod između brojeva 8,,..., 8», koji je 


različit od HA ..., di Ši La +... are ...9 di kbr iL +... 


3, rar da za svaki takav broj 8 bude 
d \s 
—| =+1 
bp u E 2 


pri tom je s broj prost prema (. 


Iz tih relacija izvodimo, da je 


G= 


i 
a stoga se raspada p u tijelu X (V u) na 1" među sobom različitih 
prostih ideala. Ako je jedan od njih #8, pak ako stavimo p#* =(=), 
tako da bude 7 primaran broj i"-toga stepena, to se karakterni 


sustav ideala: B* sastoji od karaktera 


Tu m o\fić m, u m in“ 
= o maa = | == , 
E a CI Dao) Ba), 


Po RR, RE S, ZL, Zn ŠK AS Ps, ŽŠŠČČ 


O ZAKONU REOCIPROČNOSTI ZA: OSTATKE /"-TIH POTENCIJA ITD. 183 


(90) 


nezeyop ojeqon) of 0xEY 1_,)u2 090] BAOpoI foq of &p “oupra “nrq 
ZOI GU BAOPOI (1_,),/ PO OSLA rjanod *81 surad #p ipupnq ou “saopoz (Tul SUI #p “ouezexod of wrg, 


“4, Hr: Ur 


"a. gde g e g 6...“ 19 sruipof po VIBODI AB)80S IUIJINVLIKN I(OJSGS OS NUIO1 BUIOI 
(T) (PD) (u) (u) . Ip DO p sk T% pI ) H HI ;| ILOJ 07 dđd 
“u “ u u 
đ “bbu đ PHT—tkba 
ne mana: «...€«i>— = mrena... 
tikRu) 7 m HT-a) : 
u “u Ur! u u I 
C đ — 'a ć ć Ki —_ a 
“io u z £ KIA 
DIq BIOUI IJSOUROJIdIJJI BuOx#z sBouqosod ipsiod oN 
u u u u 
"hre q MPa . Ir! ere A T-HT 444" + “iq 
. = — _————_ 6... € Je sa mmm. z—_;a | a. 
dis A | LT) vri“ gl bas "4+ +4, [7 "0 a 
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S 15. 


O primarnom idealu. 


26. poučka. Ako je a primaran ideal ?"-toga stepena u k, to 
se dade u & uvijek naći primaran broj /*-toga stepena x tako, da 
bude aš = (2). 

Dokaz. Uzmimo, da je. ak — (2*), Za z* se dade odrediti 
kongruencija od oblika 


LA Im Vs 
dkzemn ...% m... PB, (A), 
m 
gdjeno je € jedinica, a PB cio broj u &; eksponenti pak %,:.., Ya 
imaju izvjesne između vrijednosti 0, 1,..., "—1, a eksponenti 
w,..., x izvjesne vrijednosti 0, 1,..., P*-1—1. Broj je 
m 1 
TA = ae la —T, SEA m —Vm 
"m 


primaran broj /"-toga stepena. Stoga mora biti 


II (#)=+ 


(m) 


za svaku jedinicu ć tijela &. Uvedemo li tu za € po redu jedinice 
€,..., Em» uvjerit ćemo se smjesta, da je v, E=W =... ZV Z0. 
Dakle je a*e—! primaran broj I"-toga stepena. 

No i obrnuto valja. 

27. poučka. Ako je A og u k, a x primaran broj #"-toga 
stepena u &, pak ako je a4" —(2), to jea primaran ideal 1"-toga 
stepena. 

O tom se uvjerimo, ako u jednadžbi 24. poučke uvrstimo za u 
broj «, a za v kojugod jedinicu u k. 

Ovdje ćemo još dokazati ovu poučku: 

28. poučka. Cio broj u tijela & onda je i samo onda primaran 
broj #-toga stepena, ako je 


fa: 


E) 
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0, vz kk 
(1) Emo ...7 o ,(A,), 


Z 


gdjeno su T,,..., Fz gore određeni primarni brojevi ?*-toga ste- 
pena, a 2 cio broj u ž. 

Dokaz. Ako za u vrijedi jednadžba (1), to je u sigurno pri- 
maran broj /"-toga stepena, budući da je poradi (1) 


iu, _ og 
u. Ti .. iv 
M4 
vw, 
primaran broj F"-toga stepena, no i m%t...z je broj takove 
4 


vrste; prema tomu dakle i produkt tih dvaju brojeva u. 
Uzmimo naprotiv, da je u primaran broj /"-toga stepena, to po- 
stoji za u svakako kongruencija od oblika 
%, vm "s m 
KE=E€EK ...X 17 ever a ; (14), 
m 4 
gdjeno je e jedinica u &, a ostali brojevi imaju poznato značenje. 


' —1 Po om 
Stoga je broj už = u x, prao “a "* brimarau broj /"-toga 


stepena, te je prema tomu 


II (E5)-+ 


(tv) 


za svaku jedinicu u &. Uvedemo li za £ po redu jedinice €,,..., £,,, 
uvjerit ćemo se, da jev, Ez=%=... = =0; dakle je ue—1 
primaran broj ("-toga stepena, a prema tomu i e. No jedinica € 
može samo onda biti primaran broj 1"-toga stepena, ako je ona 
1*%-ta potencija jedinice, budući da je uzeto, da je broj razreda u 
k prost prema l. Tim je 28. poučka dokazana. 
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S 16. 
Hiperprimarni ideal i broj. 


29. poučka. Ako je u hiperprimaran broj /"-toga stepena u #, 
a v makar koji cijeli broj u &, mora biti 


ako se produkt [!' protegne na sve proste ideale tijela . 
(tv) 


Dokaz je sasvim analogan dokazu u teoriji ostataka btih i če- 
tvrtih potencija (F. S 17, Lietzmann: Dissertation, Satz 41). 

Isto se tako analognim načinom s rečenim teorijama mogu do- 
kazati ove dvije poučke: 

30. poučka. Ako je a hiperprimaran ideal /"-toga stepena u &, 
uvijek se dade naći hiperprimaran broj #“-toga stepena z u & tako, 
da bude až# = (a). 

31. poučka. Ako je x hiperprimaran broj 1"-toga stepena u ž, 


uvijek je 
hen (Bh 
4 ho + , , «a So , 
M)\_ he ps 
(Zle+no (2) 
811. 


| m 
O relativnoj diskriminanti D m tijela K(Vy). 
u, k 


32. poučka. Neka bude l, kojigod prost ideal tijela & sadržan 


u 1—č,, pa neka bude 1—,, djeljivo točno Ž,-tom potencijom pro- 
stoga ideala [,. Nadalje neka bude p. cio broj u k, koji nije jednak 
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točno u a-toj potenciji, gdje je a=0, (1%). Tada ćemo moći naći 


Ih n 
cio broj u u & prost prema [, tako, da bude K (Yu) = K (Vi, ). 
Označit ćemo sa l,,..., Ig još ostale proste ideale tijela &, koji 
se sadržavaju u 1—C,,, pak staviti 


hh hh: hh 


ho =(4), & =(A4),..., L = (22) 


tako, da budu 2,, A4, ... >, Az cijeli brojevi u k. 
Napokon neka bude p primaran prost ideal /"-toga stepena, za 
koji valjaju snošaji 


a ra m 


» 


gdjeno je €, primitivan 2"-ti korijen jedinice. Ako je tada r pri- 
maran broj /"-toga stepena, za koji je , 


4 


b s (m), 


to je relativna diskriminanta Dim onda i samo onda prosta prema 
| Vu, k 
[,, ako postoji kongruencija od oblika 


n n n—1 
1 M b hlni'—(n—1) ši 
gdjeno eksponent w može imati koju od vrijednosti 0, 1, 2,..., 
t"—1, a x predočuje cio broj u k. 
Dokaz. Ako kongruencija (1) postoji, sigurno je Din prosto 
Ve, k 


n 
! “primaran broj 1"-toga stepena. Stoga nam 


prema [,, jer je za 
valja dokazati samo još obrat. 

Neka budu prosti ideali l,,..., 1» u 1—f,, sadržani po redu 
točno u b-toj,..., lz-toj potenciji. Odredimo cijeli broj u* prema 


kongruencijama 
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n n—1 
(2) ms, poj iN) 1), 


n n_ n—1 _qm-—Di- la 
(3) us =8* M ša (n—1" IH plain —(n— DJH ), 
8 
gdjeno je B cio broj u & prost prema l,..., Iz. Onda je u* pri- 
maran broj ("-toga stepena. Sa Dum bit će uvijeki D m 
Vu, k u*,k 
prosto prema l,. 


Odredimo li primarne proste ideale P,,..., Pz i-"toga stepena u 
k tako, da bude 
(s) A 
) =ft (<) =+1, (ts), 
n Po 
(g 2,0; 425 98): 


gdje je Eo primitivan /"-ti korijen jedinice, i k tim prostim idea- 


lima primarne brojeve ?"-toga stepena m ,..., Tz tako, da bude 


hh' hh“ 
ho =(m),..., M =(1), 


to mora postojati za u* kongruencija od oblika 


WU, Wz Ekoa ' 
ua“ M o... 4, (a—q) 
n 


di oo slika 
b) 
F4 


gdje eksponenti w, %,,..., €; imaju koju od vrijednosti 0, 1, Ž,..., 
1"—1, a 2 predočuje cio broj u k. 
Uzmimo, da je bar jedan između eksponenata %, %,,..., We 


prost prema /. Poradi (3) raspadaju se tada prosti ideali l,,..., I, 
in 


u tijelu K Von, ) na #* među sobom različitih . prostih 


ideala prema jednadžbi 
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Karakterni se sustav ideala %, sastoji od karaktera 


bi X (» | 
(5). (52), 55), 8=2,83,..., 4). 


Produkt tih karaktera mora biti jednak +1. Stoga je poradi (4) 
Q%,=w=...=v, = 0. u 

Ako su svi eksponenti , %,..., g djeljivi točno sa ik, 
(&<n), zaključit ćemo isto tako, da moraju eksponenti %., %,,..., 
biti jednaki 0, promatrajući tijelo X Uo ave ). 


Tim je 32. poučka dokazana. 


8 18. 


| 
prema |. 


Definicija simbola (“ “ ) za brojeve y, u. proste 
n 


Definicij a. Neka bude 


gdjeno je I, prost ideal, a ideal prost prema [,. 
V, | 
Definirat ćemo simbol (45) jednadžbom 
| id n 
NEE e, TI 2 jr“ 
(*6),= 1 (%6), > 
| (to) 


gdje je u* cio broj u & određen prema kongruencijama 
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(1) : 


x predočuje koji mu drago cijeli broj u & prost prema &, a pro- 
dukt & valja protegnuti na sve proste ideale tijela &, koji nijesu 
(tv 


sadržani u [. 


v 
. Tom je definicijom simbol ( mm ) jednoznačno određen. 
n 


Za nj valjaju snošaji 


PPP 
lg n L n la n? 
U 


& 19. 
I | 
O normnim ostacima tijela KV u) s obzirom na |,. 
33. poučka. Ako su v, v, u, w' cijeli prema Ž prosti brojevi u 
k, pa ako je 
Pe Ka ads 

8 

gdje je « cio broj u &, a [g prost ideal u & sadržan u 1—Č,, točno 


u -toj potenciji, to su brojevi v, v' zajedno ili normni ostaci ili 
in 
normni neostaci tijela A (Y) s obzirom na [2 ; ako li je 


n n—1 
Di me NIU (rats —(n—1)! H) 
bj 


gdje je B opet cio broj u &, to je v u isti mah normni ostatak ili 


in in 
neostatak tjelesa K (Yu), K(V u) s obzirom na 1. 
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Dokaz se prislanja sasvim na dokaz analognoga slučaja u teoriji 
ostataka (-tih potencija (isp. H. Rq. Z. S 33, Satz 47; F. 8 21, 
Satz 50), stoga ga ne ćemo ovdje napose izvesti. 

Nadalje valja činjenica 

34. poučka. Ako su v i ». dva cijela broja u & prosta prema 

n 
l, pa ako je v normni ostatak tijela X Vi s obzirom na [., to 
je uvijek 
(1) =+1. 
la n 

I ovoj se poučki prislanja dokaz na dokaz analognoga slučaja 
teorije ostataka Ftih potencija (isp. H. Rq. Z. S 33, Satz 49; F. 
S 21, Satz 52). 

Napokon ćemo dokazati ovu poučku 

35. poučka: Ako su v, u dva cijela broja u & prosta prema (, 
pa ako je 


kad 
to je v normni ostatak tijela X (/ p) s obzirom na 1. 


Dokaz. Dokaz se te poučke razlikuje od dokaza analognoga 
slučaja teorije ostataka &-tih potencija u toliko, što se prosti ideal 


ls, ako se on raspada u tijelu X Vi na jednake ideale, ne 
mora raspadati baš na i" među sobom jednakih prostih ideala, 
nego je moguće, da se raspadne na /* među sobom jednakih prostih 
ideala, gdje je k < n. | 

Stavit ćemo 


(1-2) = 12, 
n 8 


gdje je £ ideal prost prema [,, pak odrediti cijeli broj u* prema 


kongruencijama 


192 8. BOHNIČEK, (99) 
| uš = u, (oli — (01) — IH ' i 
(1) \ 84 
( p*=1 gm" —(n—D ) 
Am 


Zatim ćemo odrediti prost ideal p u & tako, da bude 


bsbi 
puž om 


Ik | 
(sa), =1 &=1,2,...,4%), 


ha 
-a& 
NAN 
e. 
pa 
ta 
to 
“s 


., m), 


gdje je m cio racionalan broj prost prema Ž. Onda je p"u.* hiper- 
primaran ideal #"-toga stepena, pa možemo odrediti hiperprimaran 
broj #"-toga stepena + tako, da bude 

(2) = prki ps“ 


Stavimo li sada 


QA 
TT uab? 
bit će 
(n) = prat. 


Slično ćemo, ako je s cio broj u & prost prema (, prosti ideal 
q odrediti tako, da bude 


X 
(2) (—-),> 1 &=1,2,...,2), 
T 
ko (Zle 


gdje je *' broj prost prema 1. Onda je q* o hiperprimaran ideal 


P-toga stepena, pa možemo odrediti hiperprimaran broj l"-toga ste- 
pena P tako, da bude 


$) = o 
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Stavimo li 
jea: 
«= Emi 
to je 
(&) = a, 


Obazremo li se sada na 29. poučku i na definiciju simbola 


(“ “ ) savtdjet domo-umjesta; daje 
mn 


o GJ Bo)-, 


i s pomoću toga zaključiti, da je 


oG-G-GE)-C 
, (EE: 


Uzmemo li za s broj v, to izlazi, da je 


3 G&)- 
GE 
GJ: 


Dokazat ćemo, da je x relativna norma N m cijela broja 


T a 
n 


a budući da je 


mora biti također 


Ih V,, k 

tijela K (V =), kojemu je nazivnik prost prema ls, a tim će biti 
In 

već i dokazano, da je v normni ostatak tijela X (Y ) s obzirom 


na ly. 
R. J. A. 165. 13 
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Pri dokazivanju valja razlikovati tri slučaja. 

1) 9 je primaran ideal /"-toga stepena, a 2 primaran broj 1"-toga 
stepena. 

Za taj je slučaj dokaz kao u teoriji ostataka [tih potencija. 

2) p je primaran ideal /"-toga stepena, no 7 nije primaran broj 

"toga stepena. 

Ako s nije ni primaran broj čtoga stepena, dokaz je kao u 
teoriji ostataka (-tih potencija. No uzmimo, da 7 nije primaran 
broj 2"-toga stepena, ali da je primaran broj i*.toga stepena, gdje 
jek<n, a ne više primaran broj +1 toga stepena. U tom slu- 
čaju sadržava relativna diskriminanta D i" proste ideale p i [s 


Va, k 
kao faktore i nikakove druge više. 


Prema 10. poučki imamo, da je 
< Be m ma 
na >nžb(n—k) +o— ma — 1. 


No budući da je w < mn, izilazi, da je 


pr 
to znači, da je broj A svih dvoličnih kompleksa tijela X(V/ :) po- 
najviše jednak Z"—*. 


1% 
Neka bude 3 makar koji ideal u K Vm), aj=N m (3). 
i za, k 
Stavimo j#* = (1). Ako je tada 


kazat ćemo, da kompleks, u koji 3 ide, pripada glavnome rodu. 


Budući da smo uzeli, da je = primaran broj I*-toga stepena, 
mora za svaki prema I, prosti broj v da bude 


( > ie Li. 
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v, T 
Po tom je (“5) jednako omu korijenu jedinice. 
8 /n 


Ih 
Može se dokazati, da svi ideali tijela X (V/ :;) ne pripadaju glav- 


nome rodu. U S 25. pokazat ćemo na temelju onoga, što je spri- 
I 
jeda razvijeno, da u našem slučaju tijela X (V 7) uvijek ima u & 


O 
brojeva a prostih prema (i, za koje je simbol pana jednak pri- 


mitivnomu /"—*tom korijenu jedinice. Odredimo li prost ideal r 


prema jednadžbama (2) namjesto q, to je, kako se vidi iz (3), 


AK A 
( L )= čn-—k> 


gdjeno je stavljeno 12" = (9), a ty nam predočuje primitivan 
1"—k4i korijen jedinice. 

17 
Ako je Jt prost ideal tijela X (Y ::) sadržan kao faktor u r, to 


poradi toga kompleks određen idealom ft ne pripada glavnome 


rodu. Neka bude /f broj svih kompleksa glavnoga roda u K VW m), 
in 


a f'" broj svih kompleksa u XK (V 7), koji su simbolične (1—S)-te 


potencije kompleksa. Lako se uvjerimo, da je 
AP = 


Budući da je A ši ae mora biti f< f', no kako je f' <f, 
jer svaka (1—S)-ta potencija kompleksa daje kompleks glavnoga 
roda, mora da bude f/ = f', a onda je A = 1 na="n—tk, 
w=mn, to znači, svaki je kompleks glavnoga roda simbolična 
(1—S)-ta potencija kompleksa, a svaka je jedinica u k& jednaka 

Im 
relativnoj normi N m jedinice ili razlomljena broja u K(V =). 
Vz,k 
* 
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Sada je lako pokazati, da je x relativna norma N 1" = broja u 
Vz, k 
m ja 
K(V =). Prosti se ideal q raspada poradi (2) u tijelu K (V u) u I 


među sobom različitih prostih ideala; označimo jedan od njih sa 


Q. Budući da je 
+2)=2+1, 
\ ls Ju 


pripada 2 glavnomu rodu. Nu kako je svaki kompleks glavnoga 
roda simbolična (1—S)-ta potencija kompleksa, možemo napisati 


O=gtvaj, 


m 
. gdje je S ideal, A broj u K(V 7), a j ideal u X. 
Načinimo li relativnu normu N im ideala 2, pak dignemo li 
Vr, k 
je na whh'-tu potenciju, dobit ćemo, ako stavimo 


' pe = (9, 
snošaj 


=a (Ap. 


Dakle je 


ća= Nm (Ay, 
Vx, k 


gdje je € jedinica u k&. No budući da je % jednako relativnoj normi 
in 


Nm broja u K(V 7), to je i x jednako takovoj relativnoj normi. 
N, n 


Da se taj broj tijela X (V :) može prikazati razlomkom, u koga 
je nazivnik prost prema 1, lako se razabere, ako se obazremo na 


In 
to, da je svaki prosti ideal tijela K(V rr) sadržan u I, jednak 
In 
l1"—k.toj potenciji prosta ideala u K(V 7). 
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Tim je postavljena tvrdnja u tom slučaju dokazana. 

3) P nije primaran ideal /"-toga stepena. 

Ako p nije ni primaran i-toga stepena, dokaz je posve sličan 
dokazu za analogni slučaj tevrije ostataka /-tih potencija. 

No uzmimo, da je 9 primaran ideal (K-toga stepena, a ne više 
Ik) toga stepena. Tada je za svaku jedinicu ć tijela & 


I ).- u 1, 


i 
a moći ćemo u & uvijek naći jedin cu %, za koju je 


gdje je &£,—x primitivan 1"—*-ti korijen jedinice. 
Takova jedinica * ne može biti jednaka relativnoj normi N m 


in V,, k 
broja u K(V ). Jer kad bi bilo 


in 
gdjeno su B i B, cijeli brojevi u K(V ), a možemo ih uzeti proste 
prema v, imali bismo 
Nm (B),rz 
Vrt: e 
p n 


ili dalje 
Stoga je 


protiv pretpostavke. 
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In 


Jedinica Z nije dakle relativna norma N m broja u K(V =), 
Vr, k 
a stoga je 
w > mn — (n—E). 
Uzmemo li ponajprije, da je " primaran broj iŠ-toga stepena, to 
je nt =" -+-(n—t), a stoga je 


a=0, w=mn — (n—k) 


Jedinice n, za koje je (5) — 1, čine 1" jediničnih 
; " 


sveza ("-toga stepena, dok jedinice n', za koje je bI = mi va 
*% 


daju u svem (I"—#*—1) Im"—"—R takovih jediničnih sveza. Po- 
sljednje jedinice nijesu jednake relativnim normama N 7 = brojeva 
In 


Vr, k 
tijela X (V :), a stoga su sve jedinice n, za koje je 


Ti 
Ca) Lika. 
: M 
relativne norme N i" brojeva u K (V 7). 


Vr, k 


in 

Poradi a = 0 mora da bude broj idealskih razreda u K(Y:) 
lih broj. Označimo li taj broj sa H, pak odredimo H' tako, da 
bude ZH' =1, (17), moći ćemo naći jedinicu € u & tako, da bude 


ka 


ezHH relativna norma N m broja u K(V =). Odatle izlazi 
Vr, k 
HH 
fi 3 g. 
p n 


a kako je £3 —= 1, mora biti boa = 1; dakle je € relativna 
n 


n 
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norma N 1 broja u K(V =), a stoga i x. Broj, kojega je rela- 
Vr, k 
tivna norma jednaka x, možemo očito opet prikazati u obliku raz- 


lomka, kojega je nazivnik prost prema |,. 

Još se dade zamisliti samo jedan slučaj: p je primaran ideal 
ik toga, ali ne više +1 toga stepena, a 7 je primaran broj ik. “toga, 
ali ne više I" +l.toga stepena, gdje je W < k. 


Tu možemo dokazati kao gore, da se dade odrediti jedinica 


u &, za koju je (>) =t4 ,gdjejet primitivan 1"—*-ti 
Vo/n n—-k n"—k 


korijen jedinice, pak da takova jedinica € ne može biti relativna 
In 
norma N m broja u K(V r). 
Vz, k 


Prema 10. poučki valja u našem slučaju relacija 


a =: mr gram mai 


C 
Budući pak da je poradi ze = 
n n—k 


zaključujemo, da je 


a < k—k'. 


: mh 
Broj je dakle dvoličnih kompleksa u X (V r) ponajviše jednak 
ik- Kk 


Budući da smo uzeli, da je 7" primaran broj I* toga stepena, 
mora za svaki prema |, prosti broj v da bude 


i ke dia 
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v, Tr 
Po tom je Pon jednako 1"—*tomu korijenu jedinice. 
8 /" 


Ih 


Neka sada bude 9 kojigod ideal u K(Vr), aj=N m (9. 


X, 


L, Te 
= (9. Ako je tada PS jednako 
n 


hh 
“Nadalje neka bude j 
1"—F-tomu korijenu jedinice, moći ćemo odrediti prikladnu poten- 


ciju €“ jedinice € tako, da bude 


U tom ćemo slučaju kazati, da 3 pripada glavnomu rodu. U 
svakom ćemo drugom slučaju moći odrediti Ć“ tako, da 


(E), 


bude jednako jednomu između brojeva 


LOLO I, 
k—k k—k k—E' 
gdje je 
Dni. 
: a Kk jššvi 
k—k' 


No kakogod smo pod 1) pokazali na temelju & 25., tako možemo 


i ovdje pokazati, da se dade odrediti prost ideal t u &, koji se u 
in | 


K(V =) raspada na 1" među sobom različitih prostih ideala, od 
kojih neka bude jedan %; pak ako stavimo 


ji — (2), 


(7) 
la n 


da bude 
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jednako primitivnomu 2"—*-tom korijenu jedinice. Po tom ćemo £* 
moći odrediti tako, da bude 


s. 


jednako primitivnomu #—*.tom korijenu jedinice. Kompleks od- 
ređen idealom % ne pripada glavnomu rodu. Ako označimo sa f 
zn 
broj svih kompleksa glavnoga roda u K(Y :), a sa f' broj onih 
mn 
kompleksa u K(V rm), koji su (1—S)-te potencije kompleksa, ra- 
zabiramo neposredno, da je 


Af'! =; P—E g. 


Iz A . ik—k izlazi, da je f > f'. Ali mora također da bude 


p < f, budući da svaka simbolična (1—S)-ta potencija kompleksa 

glavnomu rodu pripada; stoga je f/==f',a A = i*—K. Odatle iz- 
vodimo dalje, da je na = k— k', w =mn — (n—k). 

u zli 

Jedinice mn, za koje je ( a ) = 1, tvore 1" m) jediničnih 
n 


MN 
sveza /"-toga stepena, dok ostale jedinice w', za koje je 5) +1, 
n 


daju u svem (1% -#*—1)17"—("—k%) jediničnih sveza I"-toga stepena. 
No jedinice posljednje vrste ne sadržavaju među sobom jedinica, 
koje bi bile jednake relativnim normama N m brojeva u 
Vr, k 
In o 
K(V r): dakle su sve jedinice, za koje je (5) = +1, rela- 
in X 
tivne norme N 7" brojeva u K(V =). 
Vz, k 
Da sada dokažemo, da je x jednak relativnoj normi N zm 
In in V,, k 
broja u K(V 7), sjetit ćemo se, da se qu K(Vr) raspada na 0" 


X 
među sobom različitih prostih ideala. Budući pak da je 9 =1L 
n 
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in 
pripada svaki prosti faktor 2 tijela K(V ) sadržan u q glav- 
nomu rodu, pa kako je svaki kompleks glavnoga roda poradi f = f 


simbolična (1—5)-ta potencija kompleksa, možemo staviti 


in = 19 A |, 


m 
gdje je 3 ideal, A broj u K(V 7), a | ideal u &. Načinimo rela- 


tivnu normu N im ideala 2, pak je dignimo na hB'xw'-tu poten- 
V,, k 


ciju, to ćemo dobiti, ako je 


e (Y Ja 
= u (A; 
V,, k 


dakle je čx== N m (Ay), gdje je £ prikladna jedinica u ž. 


NT, 


Nazivnik se broja Ay može uvijek uzeti prost prema [,. Stoga je 


a 


Budući pak da je 


mora dakle biti 


Bla 


te je prema zm što smo gore razvili, £ relativna norma N 
V., t 
broja u KW) a stoga i x. 


Tim je 35. poučka potpuno dokazana. 
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8 21. 


dts si )za brojeve v, u proste prema 1—(,, 


Analogno teoriji ostataka F-tih potencija mogu se sada dokazati 
ove poučke: 


36. poučka. Ako su v, u cijeli prema 1—č,, prosti brojevi u &, 


uvijek je 
KE e Pari 
— ———| = 1 
4). (e) 


31. poučka. Ako su v, u cijeli prema 1—, prosti brojevi u ć, 
valja relacija 


(1) I Gs5)=+: 


(m) 


gdjeno treba produkt I! protegnuti na sve proste ideale tijela /. 
Ww) 


(Isp. H. Rq. 2. 6 34, 8 35; F. S 22). 


S 22. 
Zakon dk i prvi POBRINE DSI zakon. 


Iz jednadžbe (1) pređašnjega paragrafa iesllinio ove posebne 
zakone: 

38. poučka. Opći zakon recipročnosti za ostatke 
i%-tih potencija u tijelu X. 
Ako nam l,, l,...>, Iz označuju sve proste ideale tijela & sadr- 
žane u 1—Ć,, a 9, q dva koja mu drago prosta ideala u &, koji 


nijesu sadržani u 1—Ć,, T, x pak cijele brojeve u &, za koje je 


(zn) = pi, W= gh“, 


valja jednadžba 
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39. poučka. Prvi popunidbeni zakon općemu za 
konu recipročnosti. 


Neka budu [,, l,..., Iz prosti ideali tijela & sadržani u 1—Č,,, 
a s jedinica u k; nadalje p prost ideal u &, koji nije sadržan u 
l1—č,, a 7 cio broj u &, tako da bude (s) = p/#. tada valja je- 
dnadžba 


g 28. 


Simbol 5 s: za makar koje cijele brojeve v, u u &. 
8 
Definicija. Ako su vy, x dva koja mu drago cijela broja u 
k, a l, prost ideal tijela & sadržan u 1—č,, u t,-toj potenciji, pa 
ako je I, sadržan u u točno u a-toj potenciji, odredit ćemo cio 
broj u* u & tako, da bude 


9 


: L[n]"—(n—1i— lta 
u* zu, (4 ' 


m L[ni"+n—i d+ 1. [nf'—m—ii—li+H 
uf=a od jed ) 


2 
4 


gdje je « cio broj u & prost prema l,, l,,..., Iz, pak definirati 
simbol fq9) jednadžbom 
n 


f 
k: Bilevt one II y, u* 1 
PE lo f 


(m) 


gdjeno valja produkt [I' protegnuti na sve proste ideale tijela X, 
(to) 
koji nijesu sadržani u 1—Č,,. 


Za taj simbol valjaju, kako se lako uvjerimo, relacije 
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VRTE? _— (Yi. U Yao 

L n ll n L n ? 
XM _ ( VEZD AJICI 

L n ll n h N 


ako su M, M49 Vi, Ve Cijeli brojevi u . 


S 24. 


Temeljni zakoni za simbol (15) , ako su v, u kojigod 
1 Jn 
cijeli brojevi u k. 
Kakogod smo dokazali 32. poučku, lako ćemo sada dokazati 
ovu općeniju: 


40. poučka. Ako su y,, “g, M, Ma. kakvigod cijeli brojevi u £, 
a prosti ideal |, u njima po redu sadržan u Dy-, b,-, d,-, d,-toj 


potenciji, gdjeno je b, Sb,, a, Ša,, pak ako ima u & cijelih 


brojeva 2, B, tako da bude 


Ma ( ika 
g L , 


1 [nl—(n—1)— 14H 
MEP M, (4 meme. Ja ) 
im 
to je uvijek, ako je », normni ostatak tijela K (Y/,,) s obzirom 


In 
na [,, također va /-ti normni ostatak tijela ZZ (Vu) s obzirom na l,. 
Nadalje se dade dokazati kao u teoriji 'ostataka /-tih potencija 
(isp. H. Rq. 2. 6 38, Satz D8; F. S 25, Satz 59), da valja ova 
poučka : 
41. poučka. Ako su v, u. dva koja mu drago cijela broja u ć, 


IR 
a y normni ostatak tijela K (Y/,,) s obzirom na l,, to je uvijek 


Prijeti 
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No i obrat je te poučke ispravan. 


42. poučka. Ako su v, u dva cijela broja u &, a 


Pit 


to je v normni ostatak tijela X Vo s obzirom na lj. 

Dokaz. Pri dokazivanju te poučke valja razlikovati dva slu- 
čaja. Neka bude v djeljiv točno Đ-tom, a u. točno a-tom potencijom 
ideala l,, pa neka bude 

1) a=0, (1%). Tada ćemo moći odrediti cio broj X u & tako, da 


a 
on bude djeljiv točno sa l,2%. Odredimo li broj u* prema kon- 
gruencijama 


x Pa = suits 


ka 1, (1 ( kl — ni io) 


u g 


(5) CE)-+: 


Ako L, u tijelu K Via *) ostaje nerastvoren, lako se dade poka- 
zati, da mora biti d djeljiv sa 1" (isp. F. S 25, Satz 28). Posve 
Ih 
analogno možemo pokazati, ako je u K(Vu*) raspada na ik 
među sobom različitih prostih ideala, da mora biti b djeljiv točno 
sa IŠ. 
Prema tomu ćemo moći u svakom slučaju odrediti cio broj A 


to je 


in 
u K (V u*) tako, da bude 


. s. di 
N m a g" 
Vu, 
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gdjeno su ?, a cijeli brojevi u & prosti prema [,. No tada je 


N ih P + 
BR ribe ja ć get. pr 
L n L n 


in | 
Stoga je pa'—1 normni ostatak tiiela X (Vu*) s obzirom na l,: 


n 
dakle i v. Isto valja dakako i za tijelb X Vo). 
Ako je nadalje 
2) a #0, (1%), dokazat ćemo ispravnost poučke baš onako, kako 
se dokazuje analogna poučka teorije ostataka i-tih potencija. 


S 25. 


zi 


Produkt ll (+ BI za makar koje brojeve y 
(1) ID 
drugi popunidbeni zakon. 


Sada se dade lako dokazati, da valja ovaj općeni zakon: 
43. poučka. Ako su v, u. dva koja mu drago cijela broja u &, 
to je uvijek 


o NCEh-+: 


(tw) 
ako se produkt [1 protegne na sve proste ideale tijela %. 
(tm) 


Jednadžba (1) sadržava zakon recipročnosti za ostatke i?-tih po- 
tencija tijela & u najopćenijem obliku. 

Stavimo li v=2, u =", gdje je (") = pi“ ap prost ideal 
u k, dobit ćemo iz (1) drugi popunidbeni zakon općemu 
zakonu recipročnosti. 


44. poučka. Ako su l,, l2,..., Iz prosti ideali tijela & sadržani 
u 1—C,, a1 = (0), ako je nadalje # prost ideal tijela &, koji 
nije sadržan u 1—č,, i ako napokon stavimo 


pi = (7) , 
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gdje je r cio broj u &, to valja jednadžba 
M = ža 2) (E) ći 
b / n lL n l, . m Iz n 


8 26. 
in 


O broju normnih ostataka tijela K(V). 


45. poučka. Ako nam p predočuje prost ideal tijela &, koji 
nije sadržan u 1—č,, a nije sadržan ni u relativnoj diskriminanti 
In 
Du tijela K(Vy), to je svaki prema p prost broj v tijela & 
in 


u, k 
normni ostatak tijela X (V' u.) s obzirom na ». 


Ako li je p sadržan kao faktor u relativnoj diskriminanti 
D # ,ali ne u relativnoj diskriminanti D1#—1 , pak ako nam € 
Vu, k M, k 
znači kojigod cio pozitivan racionalan eksponenat, to je od svih mo- 


gućih prema 9 prostih, a s obzirom na »* među sobom inkongru- 
In 


entnih brojeva u &, ("—5ti dio normnih ostataka tijela K(V u) 


S obzirom na Y. 
Dokaz je lako načiniti s pomoću svojstava simbola će ' 
n 
46. poučka. Neka bude l;' prost faktor broja 1—C,, pa neka 
bude l, u 1—*,, sadržan točno u l,-toj potenciji. Ako tada relativna 
diskriminanta D i nije djeljiva sa l,, to je svaki prema |, 


prost broj tijela k normni ostatak tijela KC Wu s obzirom na lj. 


Ako li je l, sadržan kao faktor u relativnoj diskriminanti 
D&# aline u Di>, pak ako obilježimo sa L po volji 
Vu, k Vu, k 
eksponenat veći od l, [n2"—(u—1)/"—1], to je od svih mogućih 


prema l, prostih, a s obzirom na L,/ inkongruentnih brojeva v 
in 


tijela & točno 2"—5-ti dio normnih ostataka tijela ZF (V u) s obzi- 
rom na [,. 
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Dokaz. Ako |, nije sadržan u relativnoj diskriminanti D m , 


Vu, k 
možemo uzeti, da je u prost prema l,. Za broj u* određen prema 


kongruencijama (1) S 18. postojat će kongruencija od oblika 
n n n—1 
pra m ( (—L,)9—0— 0 ), 


gdje je ", primaran broj ("-toga stepena (isp. 14. poučku), a 
x cio broj u &, eksponenat pak , ima koju od vrijednosti 
0, 1,2,..., ("—I—1. Prema tomu možemo napisati snošaj 


, —1 
»u) _ V, mai 
( L ).=II ( ID ), j 
(o) 


pa budući da je , primaran broj /"-toga stepena, mora biti 


kako zahtijeva 46. poučka. 


Da dokažemo drugi dio 46. poučke, uzet ćemo ponajprije, da 
je u prost prema l,. Odredimo k broju u broj #* prema kongru- 
encijama (1) 8 18. Za u* valjat će prema 14. poučki kongruen- 
cija od oblika 


Fat, Geeje. Ko gua. TI san m. a A 
pos a area E , n)> 
gdje nam eksponenti #,;..., Wm 21; +++ > Ym imaju izvjesne iz- 
među vrijednosti 0,1,2,..., 0*—1, a eksponenti T,,..., Ty iz- 
vjesne vrijednosti 0,1,2,..., P—!—1; a pak nadaje prikladan 


cio broj u X. 
Ako je sada relativna diskriminanta D #5 djeljiva sa l,, ali 


u, k 
relativna diskriminanta D 1—1 više nije, moraju svi eksponenti 
Vu k 
4i,.. <) Um ić: +) Om obiti djeljivi sa #—!, ali bar jedan među 


R.J. A. 165. 14 


210 8. BOHNIČEK. (117) 


njima ne smije biti djeljiv sa ##. Uzmimo, da je zaista tako, pa 


da n. pr. 4; nije djeljiv sa #%. Onda je 


i) GE) GQ 


gdjeno je £,_a primitivan 1-5 -ti korijen jedinice. Ako li pak v, 


nije djeljiv sa *, to je 


(I-II (7) bo) = 


gdje je opet Ć,,_g primitivan 1*—5-ti korijen jedinice. 


1 


Vidimo dakle, da simbol ( . >) u tom slučaju za brojeve v 
n 


n—s 


proste prema l, može da postigne i vrijednosti, naime 


o —5_a 


Na temelju toga možemo lako pokazati, da je ispravna tvrdnja 
46. poučke o pravom broju normnih ostataka (isp. H. Rq. Z. 5 40.). 


Ako je pak p. djeljiv sa l,, dokazat ćemo 46. poučku na sličan 
način (isp. moju radnju u ,Radu“ Jug. akad. knjiga 103., S 14.). 


Još bih ovdje spomenuo, da se s pomoću onoga, što je sprijeda 
In 

razvijeno, dade pokazati, da je broj rodova u tijelu K(Y ,) jednak 

točno 1%€'—1) i da je produkt karaktera svakoga roda jednak -H1 


(isp. opet moju radnju u 163. knjizi ,Rada“). 


0 kubičnoj hiperboli. 


Primljeno u sjednici matematičko-prirodoslovnoga razreda Jugoslavenske 
akudemije znanosti i umjetnosti dne 5. srpnja 1906. 


+ 


NAPISAO ČLAN DOPISNIK DR. JURaJ MAJCEN. 


Metričkim svojstvima kubičnih prostornih krivulja bavili su se: 
Loria!, Sehrčter, Sturm i Mehmkež, Geisenheimeršs, 
Timerding, Kriger*, Duporcq5 i dr. 

No koliko mi je poznato, nijesu ispitana upravo ona svojstva 
kubične hiperbole, koja su poradi analogije s hiperbolom 
2. reda najbliža, a odnose se na svezu među točkama, asimpto- 
tama, asimptotičkim i oskulacionim ravninama, pa tangentama ove 
krivulje. 

U recima, koji slijede, nanizao sam nekoliko takovih, ponajviše 
metričkih svojstava, koja sam našao istražujući jednu transforma- 
ciju. Ova se svojstva valjada zato nijesu dosada opazila, jer ne 
vrijede reelno za sve vrste kubičnih krivulja, koje se obično za- 
jednički istražuju. Napose se bavio samo Schrčter* metričkim 
svojstvima kubične parabole, a nekoliko takovih svojstava 
prikazuje Re ye u svojem spisu: ,Der gegenwartige Stand 
unserer Kenntnis der kubischen Raumkurven, Fest- 
schrift, herausgeg. von der Mathematiscben Gesellschaft in Ham- 
burg, 1890.“, pa se obazire i na kubičnu hiperbolu kao posebnu 
vrstu. No ni u ovom se spisu ne spominje nijedan zakon, koji 
sam dokazao u ovoj radnji. 


1 Rendiconti della R. Accademia di Napoli, 1885. 

2 Zeitschrift fir Mathematik u. Physik, XL. 

5 Zeitschr. fir Math. u. Ph., XXXI. 

4 Zeitschr. fir Math. u. Ph., XL. 

* Nouvelles annaleg de Mathćmatiques, 1898., str. 53. 
*“ Mathem. Annalen, XXV., str. 298. 
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1. Koordinatni ćemo sustav namjestiti tako, da jedna asimptota 
€g bude u osi €, druga b, paralelna sa y u ravnini zO0y, a treća 
ag da bude paralelna s osju Z. 

Kubična će se hiperbola &; lako predočiti s pomoću dvaju va- 
ljaka, od kojih je jedan paralelan s osju £, drugi s osju x. Je- 
dnadžbe će ovih valjaka biti, ako se označe dužine bridova 
EA, EH, EF na paralelepipedu AEHGODFB, što ga određuju 
asimptote, sa a, b, € (B, 1), G jesu na z, y, £): 


zy —ay— bz =0 i y2— be =0. 


Oba valjka imadu zajedničku izvodnicu u neizmjerno dalekoj 
ravnini, pa je ova izvodnica u ravnini 08. Svaka ravnina, koja 
je paralelna s ravninom Z02, sjeći će krivvlju u jednoj samo ko- 
načnoj točki. Prema tomu će se s pomoću parametra A dobiti za 
krivulju jednadžbe u parametarskom obliku : 


a) bc 
= 


po M! I 


Ako je P(£,g',#) makar koja točka krivulje, položit ćemo 
njom tri ravnine, od kojih je svaka paralelna sa dvije asimptote, 
a siječe treću u jednoj točki, koja će biti obilježena sa Q,, QA, 
dotično Q,. Ove će točke imati koordinate 


d, (2, b, 6), Qd, (a, y', 0), Q, (0, 0, £') 
Volumen tetraedra PQ,Q,%, bit će dakle (isp. za vw čl. 8.): 
s wei 
w oj boce 1 


Ph 9 dleeban: (1) 
0 0 z 1, 


VV = 


Ako se ovdje za z', y', #' umetnu parametričke koordinate točke 
Pitočaka Q, pokazat će se, da je V==0. Imademo zato ovaj 
poučak : 

Polože li se makar kojom točkom kubične hiperbole tri ravnine, 
od kojih je svaka paralelna s dvije asimptote, dobit će se svaki 
put jedno sjecište na trećoj asimptoti, a ova će tri sjecišta biti 
S izabranom točkom krivulje u istoj ravnini. 
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2. Trokut 04Q0;Q: možemo ukratko obilježiti sa T'p. Projiciramo 


li ovakov trokut T'p, koji pripada točki P krivulje, paralelno s osju 


z na ravninu ZOy, bit će ploština projekcije 


r' b 1 i 
: M—bi-Hb2) . 
fas — mašik Po NE 2 ma SIN Y 

y pa ? 

2 0 o1 2 (1—b) 

gdje je Y kut, što ga čine asimptote a, i b,. 

Isto će se tako dobiti ploštine projekcija na druge dvije ravnine 
koordinata : 

—c(22—bIi2-b?) . —ac(2—b1 +?) . 
Tu, = =a) sina, T= mato sin 3, 


gdje je opet « = (0,64), B = (44€,). 
Bit će dakle: 


asin * a)sin? 
TT, = _.gi == > .2sinz=zsin8:g98in 2. 
28-92 3-0) ib Pg 


Ako d, i d, znače normalne udaljenosti točke P od ravnina 
ZOg i y08, moći će se s pomoću sferne trigonometrije lako naći, 


da je (bez obzira na predznak) 

d, =ysinz.sinZ 

d = zsinf. sin Z, 
gdje Z znači plošni kut obadviju ravnina koordinata, koje se sijeku 
u osi g. Imat ćemo dakle razmjer: 

Ta: Ty = d4:d,. 

Učini li se isto za druge dvije pobočke  paralelepipeda 

Il = AEHGODFB, koje idu istom asimptotom (dx ili a,), dobit 
će se opet dva razmjera: 


T ST =8:,, 


T zd, =a, ou 
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Iz ova tri razmjera dobivamo ovaj : 
Fo a i: če : do i T= 8,4,A, :dA,d,. 


No budući da su ploštine projekcija istoga trokuta T'p na paralelne 
pobočke -paralelepipeda jednake, dakle budući da je 


bit će 
dA, = dA, ...... (1%). 


Imademo dakle ovaj poučak: 

Šest udaljenosti makar koje točke P krivulje k5 od pobočuka 
na || možemo kombinirati po tri u dvije grupe tako, da je 
produkt dužina prve grupe jednak produktu dužina u drugoj 
grupi. 

Na paralelepipedu [I bit će svagda dva ugla, kroz koje ne pro- 
lazi nijedna asimptota. Normalne udaljenosti točke P na krivulji 
cd one tri pobočke paralelepipeda, koje se sijeku u jednome od 
ona dva ugla, čine jednu gore spomenutu grupu, one druge tri 
. drugu grupu. 

Povuku li se točkom P krivulje tri paralele s asimptotama 
dg, bg i €, sjeći će svaka od njih dvije suprotne pobočke parale- 
lepipeda u dvije točke i to: ravninu y0z2 i paralelnu pobočku u 
točkama D, i D,, ravninu z0/8 i suprotnu pobočku u D, i D),, 
napokon ravninu zOz i suprotnu pobočku u točkama /% i D.. 
Ako se dužine, što ih točka P čini sa šest točaka D,, redom 
kako su spomenute, označe sa d',, 8',, 0/,, A, d!,, A!,, bit će 
poradi posljednjega resultata (apsolutno): 


NUGAL SEA 0: 
Točke D; imadu koordinate : - 
bc a) a) bc 
D(0.9 2), BE 49); DE 0 4): 


a) bc bc a) 
D(iZp b, 5 ) , D, (a 4, 4)» (+45: 4, e) : 
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Oba tetraedra PD,D,D,; PD,D,D, imat će volumene 


1 A 11 
V _ o abc 'i0 ko 1 
P185 Iso (1 b11 
1 A Oo 1, 
| KA 
1 1 
ac\ b 
Vrag =—--g-o Sah 0 
A 
a 


Imademo dakle ovaj poučak: 


Paralel+piped TI određuje na tri pravca, koji su povučeni 
makar kojom točkom P krivulje paralelno s tri asimptote, šest 
točaka. Tri su od ovih točaka u pobočkama paralelepipeda, što 
se Sijeku u jednom uglu, krog kojt ne ide nijedna asimptota. 
Ove tri točke određuju sa P jedan tetraedar, a ostale tri točke 
sa P drugi tetraedar. Obujmi ovih tetraedara jednaki su; 
svaki je jedna šestina paralelepipeda 11. Ovi dakle 
obujmi nijesu zavisni o izboru točke P na krivulji. 


3. Neka je P(€, n, C) makar koja točka krivulje ki. Bit će: 


de ab dn_, de_ _ be 
dV -QA—Bb)!! dA 7"? da 72 
dt _ o2abo odim_Q dt _ 2bo 
dž Q—b)3? dA2 dž 87 


Prema tomu je jednadžba oskulacione ravnine u točki P: 


z(l—b)—aA. y—X_ 12—bc 


_ab_ i _ be 
2—b EV 

a C 
(A—0)* : 22 


ili 


| 


c(2-—b)*x—ab*cy—al?z+racM(38b—9y) =0..... (0). 
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Asimptote krivulje imadu jednadžbe: 


pi. b, Jz=a 6, Jz=0 


umne pai 
Probodišta A,, B,, Cy oskulacione ravnine s asimptotama bit će: 


03.1-)5—2%(86—2) 


Ag) = =a W=b,&a=e, 


(21—b)? i 
1—b)3-+)2(3b—) 
B.) 4, =a, , Dea, 2=0, 
C) q=0 y4%=0, &= m 
Koordinata se z, može prikazati i ovako: 
. _ (Zal+ab) Q—b)* 2A-bb 3a1 peva 
neo E o saka 


Još će se jednostavnije dobiti, da je 
W=83n—b, 4 =8—c 


S pomoću ovoga resultata moći će se odrediti oskulaciona rav- 
nina u makar kojoj točki krivulje po ovom pravilu: 

Prenesu li se dužine 3€—a, 31"—b, 31—c_ (gdje su t, n, 7 
koordinate makar koje točke krivulje) na asimptote a,, ba, €g od 
točaka A, B, dotično O, odredit će krajne točke tih dužina 
oskulacionu ravninu točke £, n, Ć. 


S pomoću ovoga resultata moći će se lako izvesti poznati zakon, 
da je točka E, n, Č težište trokuta A,B.C,,. 

4. Uzet ćemo jednostavnije koordinate za vrhove ovoga trokuta, 
pa ćemo odrediti ploštine projekcija njegovih na ravnine koordi- 
nata. Ploština trokuta, koji je projekcija (paralelna s osju 2) tro- 
kuta A, B4Cg = T' na ravninu T0y, bit će: 
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Isto će se tako dobiti ploštine ostalih dvaju trokuta: 


; 36 : ; Babe . 
Ty = — 5 (Q—b)tsine, i a sin PB. 
Prema tomu će biti 
Tay - Tyz + Tae = Žia*b'esinxsinfsiny....... (2). 


Imademo dakle ovaj poučak : 


Produkt ploština za tri projekcije makar kojega trokuta T' 
(koji određuje oskulaciona ravnina s asimptotama krivulje) na 
tri ravnine, od kojih je svaka paralelna s dvije asimptote, bit 
će konstantna veličina. 


9. Za određene veličine parametra A naći će se iz jednadžbe 
oskulacione ravnine (2) lako jednadžbe asimptotičkih rav- 
nina kroz.asimptote a, bg, dotično cg: 


28 .... 0y+bz—2be =0 


Ba... . 0 —a2—ac = 0 
prase ree br +ay = 0 


Jedradžba ravnine V — 0 (čl. 1.) bit će: 


Moe 


ili, ako se za 1', y', 2' umetnu parametričke koordinate: 
c(b—1)x + acy > a1z—abe = 0. 


Ako se upotrijebi poznati kriterij za paralelizam pravca i rav- 
nine, prepoznat će se, da je ova ravnina V paralelna s tri 
brida asimptotičke prizme. Za određenje asimptotičkih 
ravnina imat ćemo prema tomu ovo pravilo: 

Ravnine V = 0 za malar koje dvije točke kubične hiperbole 

Sjeći će se u pravcu, koji je paralelan s bridima asim- 

ptotičke prizme. 
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S pomoću jednadžbe za ravninu V dade se lako izvesti, da su 
dijagonalni prerezi paralelepipeda Il, od kojih je svaki paralelan 
s jednom asimptotom krivulje, paralelni s tri asimptvtičke ravnine. 
One tri dijagonalne ravnine paralelepipeda sijeku se u istom pravcu, 
koji je dijagonala (DH) paralelepipeda, i to ona, koje ne siječe 
nijedna asimptota. Asimptotičke će se dakle ravnine najlakše od- 
rediti a pomoću ove osobite dijagonale (DH). 

Asimptotičke ravnine sijeku ravninu £Oy u trokutu 


4g....y—2b =0, 
Dora Ba =0, 


Yag.... bz+ay = 0. 


Dijagonala DH siječe ravninu z0y u točki D (0, b, 0). Kako 
je dakle ova točka D težište trokuta (2'49'4Y'2), bit će i pravac 
DH težišnica asimptotičke prizme. Na pravcu će DH biti 
prema tomu težište svakoga trokuta, u kojem oskulaciona ravnina 
krivulje siječe asimptotičku prizmu. — Pravac je DH dvostruka 
imaginarna sekanta krivulje. S pomoću njegovih jednadžbi 


dobivaju se obje vrijednosti za parametre sjecišta: A = sd (1+iV3). 


6. Makar koja oskulaciona ravnina (p) siječe tri asimptotičke 
ravnine u trokutu A", B" C", tako da je 


A"=( BY) B"=(Q%Y), C"=(p 23 Be). 
Koordinate točke A" bit će 


a) b) be 
= JOpr Ao ep = 


Koordinate točaka B" i C" bit će opet: 


a) c(2b—1 
da oO h=\, Ža m 
a(1-+-b b(22—b b 
a=", = A = ZA 
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Koordinate £,. 92, £ imadu prema tomu iste vrijednosti, kao i 
koordinate oskulacione točke P. Bridove prizme, koju čine tri 
asimptotičke ravnine, možemo obilježiti ovako: 


(Zg Pa) EC, (2% Ya) Eo, (Ba Ya) € 4. 


Asimptota a, i brid 4 neka su pripadni pravci, a isto tako 
ba i ba; Ca i €. Imamo ovaj poučak: 

Polože li se makar kojom točkom P krivulje ki tri ravnine, 

od kojih je svaka paralelna s dvije asimptote. sjeći će svaka 

ova ravnina onaj brid asimptotičke prizme, koji je pripadan 


trećoj asimptoti, u točki (A", B", dotično C"), a ove će tri 
točke odredila oskulactonu ravninu točke P. 


1. Trokut A"B"C", u kojem siječe oskulaciona ravnina tri asim- 
ptotičke ravnine, nazvat ćemo 7". Ploština projekcije svakoga 
trokuta 7"' na ravninu rOy bit će 


di asiny 2 2 ž | Ž 
pode. a or o Gekie-—= 2 o 
" BO—D i mb oa o Ž-DI 


Isto će se tako odrediti ploštine ovoga trokuta 7" na ostale 
dvije ravnine koordinata, pa će biti: 


| pas Uj 
g! osin ., u S 1 Be0—b)! p 
Yi ZG za po 
DA-d)| 4 _) o > 2) 
T. _ acsin$ | ž a 4 m Jab*e sin £ 
22 SHIA | 20 PES an ' 
2bMA—b) oo o 2—b) 


Prije svega se vidi, da je produkt ploština za ove tri projekcije 
| Boi 32. ota ' ' . ' 
konstantna veličina * -—- a'b?c* sina sin$ siny, a s obzirom 


na ploštine triju projekcija trokuta T' (čl. 4.) imademo ovaj zakon: 
Oskulaciona ravnina mukar koje točke na krwulji ki, giječe 
tru asimptote u vrhovima trokuta 1", koju ima dvaput veću 


ploštinu od onoga trokuta T"', u kojem ista oskulaciona ravnina 
Stječe tre asimptotičke ravnine. 
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Spojimo li dva i dva istoimena vrha trokuta A"B"C"i A,B,C,, 
dobit ćemo jednadžbe pravaca: 


A"A z-(Bt——a) _ 9—b__  #—e 
s GQ RH)  —bi(2A—b) — e(26—9) 
, <—a . y—(3y,—b) m 4 
PB) 2 Ob) EiRSb) 7 02) 
C"C ne. = o #—(38,—c) 
8 Ob) BEAN) —Ažb—9)' 


Ovi su pravci paralelni, zato možemo reći: 
Oskulaciona ravnina makar koje točke na krivulji ki siječe 


tri asimptote u vrhovima trokuta T', a asimptotičke ravnine u 
stranama trokuta T"'. Ovi su trokuti perspektivni za neis- 
mjerno daleko središte. 


Poradi toga, što je središte kolineacije za oba trokuta T' i Z" 
neizmjerno daleko, bit će i težišta ovih trokuta kolinearne točke. 
S pomoću ovoga resultata moći će se odrediti asimptote krivulje, 
ako su poznate njezine asimptotičke ravnine. Oskulaciona će rav- 
nina makar koje točke sjeći asimptotičku prizmu u trokutu 1", a 
njezinu baricentričku os (isp. svršetak čl. 5.) u točki, koja s osku- 
lacionom točkom određuje smjer neizmjerno dalekoga središta 
kolineacije za Z"' i T'. Povuku li se sjecištima bridova asimpto- 
tičke prizme i oskulacione ravnine paralele s određenim onim 
smjerom, dobit će se u probodištima ovih paralela sa suprotnim 
pobočkama prizme tri točke na traženim asimptotama. Ove će 
dakle asimptote biti određene dvokratnom primjenom ovoga po- 
stupka. 

Prema tomu je dokazan ovai poučak : 


Kulbična je hiperbola određena sa tri asimptotičke rav- 
nine (koje čine prizmu), dalje sa dvije točke i njihovim prt- 
padmim oskulacionim ravninama.! 


Iz gore prikazanoga postupka razabira se određenje asimptota, 
a s njihovom se pomoću može odrediti svaka dalja točka krivulje. 
Zadanim će se naime dvjema oskulacionim točkama položiti makar 
kakova ravnina. Ona će sjeći tri asimptote u vrsima trokuta 7', 
a težište ovoga trokuta bit će uiedno težište onoga trokuta, u kojem 


1 1z ovoga se čl. 7. iiz čl. 8. razabira, da odredbeni elementi nijesu 
među sobom sasvim nezavisni, 
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izabrana ravnina siječe krivulju. Budući da su dva vrha ovoga 
trokuta poznata, moći će se odrediti treći njegov vrh, t. j. točka 
krivulje. Ova se konstrukcija ima držati analogijom za poznatu 
jednu konstrukciju točaka hiperbole 2. reda. 


8. Daljina neke točke P na krivulji ki od asimptotičke ravnine 


bit će, ako se odmah uvrste parametričke koordinate točke P, ova: 
a)* 
d, =, SU. == 
(A—b) VF (b, a, 0) 
gdje je, kako je poznato, | 
COsyY _ cosP 


| 1 
o = | cosy 1 cosx 
| cosb o cosa 1 


? 


ako su %, P, Y kutovi, što ih čine asimptote (0,2), (44€4) i (44b,). 

Veličina će _F (b, a, 0) izlaziti iz 

F(£,y,2) = (Zsinx-— ysinf cos Z—g sin y cos Y)* >> (ysin 3 sin Z— 
—gsinycosagin F)* +- 2?sin?zgin?ysin?žY, 

gdje su Y i Z plošni kutovi, što ih čine ravnine koordinata na 

osima y 1 4. 


Isto će se tako dobiti daljine točke P od druge dvije asimpto- 
tičke ravnine B, 1 4: 


ab?c c(2—b)? 
dg = TT O AS E EE w, do == —————————————————— O 
MI—b)V F (c,0, —a) XV F (0, e, b) 


Ako se produkt triju korijena u nazivnicima ukratko označi sa 
k, bit će apsolutno uzeti produkt 


2 d: 0. LE bia: 3 
+8. e, Pak aj (3). 


8 
Kako je veličina .> nezavisna o parametru 2, dakle kon- 


stantna veličina, možemo reći: 
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Produkt (normalnih) udaljenosti makar koje točke na 
kubičnoj hiperbola od njesine tri asimptotičke ravnine, kon- 
stantna je veličina. 

Za istostranu će kubičnu hiperbolu biti o = 1, dalje 


F(b.a,0) = b?--a?, F(6,0, —a) = cšt+-a\, F(0,c,b) = 67-+-b'. 


Ako sa a', b', c' označimo dijagonale za tri različne pobočke 
pravokutnoga paralelepipeda Il, bit će ovdje š =a'b'c', dakle za 
istostranu hiperbolu onaj konstantni produkt: 


a?*b?c? 
d,. da. d, —_ abe 


9. Tangenta će krivulje imati, kako se može lako naći, jednadžbe: 


z()—b)?—ax—b)b) sk 1?g —bo) 
— ab ze) —be 


Ova će tangenta sjeći asimptotičku ravninu Yg u točki C;. S po- 
moću 
_18-9) 
"7 32 


naći će se za točku C, ordinata 
m b) 
"0 — — izv 


Isto će se tako naći ordinate za druge dvije sjecišne točke 
B, i A, one tangente s asimptotičkim ravninama PB, i %: 


 X(2b—82) . %b) 


B= ao! M3 


Diralište D tangente ima ordinatu y = 2. Tučka će D već prema 
položaju tangente biti odijeljena ili od točke A,, ili od _B,, ili od CG; 
ostalim dvjema točkama. Uzet ćemo za neku tangentu ovaj po- 


Alo C, 
redak: A,, B,, D, C,;, pa ćemo stvoriti omjere £.D D' DC, 
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Vrijednosti ovih omjera možemo naći s pomoću ordinata točaka 
A, B, C, D. Veličine dužina, koje se javljaju u onim omjerima, 


bit će ove: 
 BA(A—b)  Mb—2) 
VA 9B = (2-+-b)(b —22) * VB—-y= b—9%) ? 
> 8bMA—b) | Lo O2—d) 
VA — 90 OEBAR)! #0 — 7 Ab 
Bit će dakle: 
_4R__ > m_ Bo MO sa— va 
Bb, D VB —> 1 1+b DC, Y—yc )-b-b 


Možemo dakle reći: 
Tri točke A,, B;, CG, u kojima neka tangenta krivulje ki 
Siječe asimptotičke ravnine 24, Bg, Ya, određuju s diralištem D 


ove tangente grupu točaka, za koju vrijedi jednadžba: 
BA, CA; : 
DoT oD 


U ovoj su jednadžbi A, i D temeljne točke. Točka je B, ona, 
koja dijeli Ay od D. Ovako uređena jednadžba vrijedi za makar 
koji poredak točaka A,, B,, C;, D. 


10. Točka D određuje sa svakim parom triju probodišta A, , 
B,, C; po jedan jednostavni omjer. Ovakovi će omjeri biti: | 


DC, DC; DR, 
DA ' D4' DA,“ 
Budući da je y4—y = — —>—;—, dobit će se s pomoću prije 


određenih razlika ove jednakosti: 


ao a1 0 
DA, I—>2b? DB; I—>2b? DA bo) 
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Iz prve i druge ove jednadžbe izlazi: 


DG DC _ 1+b ,b—2 . 
DA, "DB, AZ TAZ = — > 


iz druge će se i treće jednadžbe dobiti, da je 


DB, DB, 
La ti =—1, 
DC, " DA, 


napokon izlazi iz prve i treće jednadžbe ova: 


DADA 
DC, "DB, 


Ovdje treba spomenuti, da su i opet točke A; i B, na jednoj 
strani točke D, a točka C, da je na drugoj strani. Razlike ordi- 
nata uzete su sve u istom smislu, kao u čl. 9. Ako spomenemo, 
da će na tangenti makar koje točke krivulje kiš biti dva pro- 
bodišta (A;, B,, C;) na jednoj strani dirališta D, a treće na 
drugoj strani, imat ćemo ovaj općeni poučak: DA, DB, DC, 
DB; DC DA, 
tako, da u brojnicima svakoga para budu žad ako dužine (DA,, 
DB, ili DC,), pa se svaki omjer uzme s pripadnim predsna- 
kom, dobit će se za svaku tangentu krivulje ki, konstantni zbroj, 
koji ima veličinu — 1. 


Zbroje li se po dva od tri jednostavna omjera —=y- 


Iz gornje tri jednadžbe, u kojima je na desnoj strani — 1, mo- 
žemo izvesti ove jednadžbe: 


DA, (DB, —_- DC,;) = — DR, . DG,, 


Budući da su ove jednadžbe izvedene s pomoću omjer4, koji 
vrijede za dužine na tangenti i za projekcije tih dužina na osi y, 
vrijedit će ove jednadžbe svakako i za dužinč na tangenti, ako 
ih uzmemo s pripadnim predznacima, pa ako opet spomenemo, da 
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će dva probodišta A;, B,, C, biti na istoj strani dirališta, a treće 
na protivnoj strani. Ako prvu gornju jednadžbu pomnožimo sa 
DA,;, drugu sa DB, , a treću sa DC, , možemo izreći ovaj zakon: 

Diralište makar koje tangente za krivulju ki određuje s pro- 


bodištima ove tangente i asimptotičkih ravnina tri dušine va, : 
DB,, DC,, za koje postoje jednakosti: 


DA (DB, + DC) = DB(DA, + DC) = DG (DA, + DB). 

11. Točkom P krivulje moći će se povući tri pravca, od kojih. 
svaki siječe dvije asimptote. Pravac kroz P, koji siječe asimptote 
b, i €, određuje na ovim asimptotama točke _B* i C'. Isto će 
tako drugi pravac sjeći asimptote cy i a, u točkama CY i A, a 
treći pravac daje na asimptotama a, i b, sjecišne točke A, i B! : 
S pomoću jednostavnoga računa dobivamo koordinate ovih točaka 


Bi (a, 1—, 0), Ci (0, 0, lan) 3 , 


1 X 
* c(b--\ ' ab 
C, (0 0, <) , A, (= b, e); 
2)—b 
A* =? b, e), B* (a, IH, 0). 


Iz ovih se koordinata razbira ispravnost ovoga poučka: 

Polože li se makar kojom točkom krivulje ki tri pravca, od 
kojih je svaki transversala dviju asimptota krivulje, dobit će se 
na dotičnim  assmptotama dužine A. e— Ba, BB, = 20, 
CLO* = 2c, (a, b, c znače dušine bridova paralelepipeda, što 
ga određuju asimptote). 

Točka _P krivulje bit će na transversali B4A;, dakle u ravnini 
(B; 84). Isto će tako točka P biti na sastavnici BIC, dakle u 
ravnini (Blc,). Presječnica py ovih ravnina bit će prema tomu 
jednostavna sekanta krivulje Zi. Budući da svaka od one dvije 
ravnine ide točkom (P) krivulje i jednom asimptotom, ne će ona 
moći sjeći krivulju u još kojoj točki. Jednadžbe pomenutih dviju 
ravnina bit će ove: 

R. J. A. 165. 15 
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(Bi, 39) = (y—b)e -+2(s—c) =0, 
(B! cg) = Q—b)z — ay =0. 


Prva će ravnina sjeći os s (asimptotu €,) u točki B2 ., za koju 
će biti 


be 
(koe a 
Vidi se dakle, da je Be. = Cy. 
No kako je ud koordinata s točke P na Krivulji, možemo 


bilježiti kraće 
£, =0+!1 


* 
1,a 


Druga će ravnina sjeći asimptotu a, u točki B 
biti 


za koju će 


_ ab a) _ 
Zaj So e pp 
I opet je BI. = A). 
Iz koordinati y za točke B; i B možemo lako zaključiti, da 
će za makar koju (pozitivnu ili negativnu) vrijednost parametra 


X smjer prušca BB, biti svagda smjer negativne osi y. Po- 
radi toga će se moći svagda odrediti, kojom se krajnom točkom 
neke dužine 2b na osi y i asimptotom a, ima položiti ravnina, 


koja će biti obilježena (Bla,). Ako se za neku kubičnu hiperbolu - 


jedna asimptota (g) uzme za os £, druga (b,) u ravnini zOy 
paralelno s osju y, a treća (a,) paralelno s osju z, tako da pro- 
jekcija asimptote a, na ravninu rOy siječe asimptotu d, na pozi- 
tivnom dijelu njezinu, onda ćemo Ai označiti: orijentiranom kri- 
vuljom“. 

S pomoću resultat4, koji su sadržani u ovom članku (11.), 
dolazimo do nove konstrukcije točaka za ki, od koje su 


poznate sve tri asimptote, po ovom zakonu: 
Ako se na asimptoti b, orijentirane krivulje ki usme makar 
= 2b, pa se polože ravnine (. Bsa 2) $* (Bic s), 


že 
1 


gdje dužina BXB 


mm (sE 
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dobit će se u presječnici ovih ravnina jednostavna sekania 
Da krivulje. Točka P, u kojoj jednostavna ova sekanta siječe kri- 
vulju, dobit će se 38 pomoću jedne ili druge one ravnine. Prva 
ravnina (Blag) siječe asimptotu cy u točki, za koju je koordi- 
nata 8 = c -H%. Za točku će dakle P biti € = 8 —c. S po- 
moću druge ravnine (Bic, ) dobiva se koordinata € = Za) +a 
za točku P. 
Posve će ista konstrukcija biti i s pomoću dužina AA, = 2a . 
ili CŽOŽ = 2e. 


Budući da pravci BA, i BIC" idu točkom P, dakle oba sijeku 
jednostavnu sekantu po krivulje, moći će se za određenje točke 
P upotrijebiti ova (više geometrijska) konstrukcija: 

Na asimptoti b, orijentirane krivulje ki uset ćemo makar gdje 
dušinu 20. Ravnina, pološena krajnom točkom Bi ove dušine + 
asimptotom a,, siječe asimptotu cg u točki C,. Ravnina pak 
( Be, ) siječe a, u točki A. Točka će P krivulje biti na pravcu 
CZAž. Ako se od COX na osi s u smjeru negativne ove osi odmjeri 
dužina 2c, pa se krajnom točkom C* i asimptotom b, pološi rav- 


1 
nina, dobit će se u probodištu ove ravnine s pravcem OZA, 
tražena točka P krivulje. Konstrukcija ostaje ista, ako se sa 
početnu asimptotu uzme a, ili c,. 
12. Sedam točaka P, A, A4, B', BA, C*, C* određuje dva 
tetraedra, koji imadu jedan zajednički vrh (P), a tri su para 
bridova u istim pravcima. To su tetraedri PA,B, O; l PA,B, Ci. 


Obujmi (P231) i (P3Y1'2') ovih tetraedara bit će, apsolutno uzeti : 


12 0 0 | 2 
b? 2—b l—žb = 5 abe.o 


0 bek. xi 


U 2(X—b)(b—2) o ž 
ib 1=--abe.o... 
0 0 1 


| abco 
22) — Saab" 


' (4). 
(P8V2) = sj 


Imademo dakle ovaj poučak: 


Povuku ui se makar kojom točkom P krivulje ki tri transver- 


sale, od kojih svaka siječe dvije asimptote, moći će se šest sje- 
cišmih točaka na asimptotama kombinirati s točkom P u dva 


# 
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tetraedra, za koje mije nijedan brid u kojoj asimptoti, a dužina 
nijednoga brida nije identična s dušinom koje transversale među 


asimptotama. Obujmi ovih tetraedara jednaki su. Svaki je H 


obujma onoga paralelepipeda, koji određuju asimptote. 

Odredit ćemo veličine dužina, koje određuje točka P sa šest 
sjecišta na asimptotama, poznatim načinom, pa će biti, ako su opet 
a, B, Y kutovi, što ih čine asimptote (D,c,), (4C,), (4,0,): 


Pa zlo M(A—B)*-+e2Q—b)*] —[2—0)%€2 cos] — 


— [2(2—b)ac) cos B] -+-[2(2—b)a12ceos ri ' 


Kratkoće radi možemo četiri veličine u uglastim zagradama ozna- 
čiti sa M, N, R, S, pa će izrazi za ostale dužine imati oblik; 


1 
PO = qogg M—N—R+9), 


m ba 
PB" — MG i (M — N+E—S), 
ET 1 


* _ 1 
PO = Goge M+N+249), 


m. b3 


Vidi se dakle, da će biti 


PA. PB. PO = PA. PB. PO, 
2 3 1 3 1 2 
zato vrijedi za općenu kubičnu hiperbolu ovaj poučak : 
U oba će tetraedra (P231) + (P3F'I'2') za makar koju točku 
P krivulje k biti jednaki produkti omh triju bridova, 
koji iglage iz točke P. : 
Ako je krivulja istostrana kubična npr redčna! < se 
izraz za prvu dužinu na 


m 
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Ze la je [e+a—b'+e0—b)"|, 


a izrazi će za ostale dužine biti ovi: 


28 1 33 b? u PE b? 
8 Q—0)? M, !B, Do H(A—b)? 


vo) sa 


Za ovu će dakle hiperbolu biti: 
PA = PA, PO = PO, PB = PE. 
2 8 2 : 1 8 1 


Ovo su dakle i opet analoge za poznate zakone kvadratične 
hiperbole. | ' 
13. U čl. 9. našli smo za neke omjere na tangenti ove vrijed- 
nosti : 


BA 32 A: GC 3b 


BD 14? DG df" 


Šest dužina na transversalama kroz točku P krivulje među 
parovima asimptota daje tri omjera: 


Budući da je krivulja sastavljena od tri grane, koje su posve 
izvan asimptotičke prizme, i to tako, da je jedna potpuna grana 
u plošnom vanjskom kutu, što ga čine dvije asimptotičke ravnine, 
izlazi, da će jedan od ona tri omjera biti za dotičnu granu obi- 
lježen negativno, dok će oba ostala omjera biti pozitivna. Ovo se 
pravilo može učiniti općeno valjanim za sve tri grane krivulje, 
ako se na pr. srednjemu omjeru dade negativni predznak. S po- 
moću resultata u čl. 12. izlaze onda s obzirom na predznak jedna- 
kosti ovih omjera: 


PA, ib PB, _ b PO) 
Pa OPA BE 1 


Tri grane naše krivulje izlaze za tri intervala parametra 2. Ako 
gornja tri omjera označimo ukratko sa I, II, IIL, imat ćemo ovaj 
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pregled za predznake ovih omjera s obzirom na točke 1., 2. i 3. 
grane krivulje: 


g: 0. hod 

H>b| H<b| I<0 
ID +(- + 
ND > ++ 
M++, - 


Vidi se dakle, da vrijednosti gornjih triju omjera vrijede za 
točku na makar kojoj grani krivulje. Tako će na prvoj grani 
biti omjer na transversali p, negativan, jer su sjecišta A, i Bi na 
raznim stranama točke P. Na drugoj će opet grani biti omjer I 
negativan i t. d. 


Ako uzmemo u obzir vrijednosti dvaju omjera u početku ovoga 
(e 
čl., imat ćemo poradi zajedničke vrijednosti -— < jednake dvo- 
omjere: 
PA, PA, AG. 4B; 


POĆ PB DO BDI 


2 3 


Za lijevi su dvoomjer uzete dužine između točke P i sjecišta 
na transversalama, koje sijeku asimptote a,, €g i 44, 04. U desnom 
su pak dvoomjeru A, i D temeljne točke. Ako opet na tangenti 
uzmemo D, C, ili D, B, kao temeljne točke, dobit ćemo druga dva 
dvoomjera, koji će biti jednaki dvoomjerima dužina na transver- 
salama za asimptote: 6,, bg i 4, G ili b,, 6, 1 b,, dz. 


Ovi će parovi jednakih dvoomjera biti: 


PO PLAC GB ob 
POPA A4D BD 6 
PBOPB,_ BO AB m 


———— i 


PO PA GD AD >| 
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Budući da je 


bit će 


PČ CD * BD 
Na isti će se način naći, da postoje jednakosti: 
AC; BC, 


PO 4D' BD 


PA* 0B 48, 


PČ ĐĆGD AD 


Imademo dakle ovaj poučak : 

Ako se usme diwalište D kao jedna, a makar koje od tri pro- 
bodišta tangente u D 3 tri asimptotičke ravnine kao druga te- 
meljna točka sa dvostruki omjer točaka D, A,, B;, C,, bit će 
vrijednost toga dvoomjera jednaka vrijednosti jednostavnoga 
omjera dužina, što ih određuje transversala krog D među 080- 
bilim parom asimptota. Nijedna asimptota ovoga para nije u 
onoj asimptotičkoj ravnini, u kojoj je druga temeljna točka dvo- 
omjera. 

14. S pomoću triju omjera I, IL, III možemo izvesti ove je- 
dnadžbe:: 


PO PB : b 

PA g PA = rei 
očaja dr A o MR, 
PB PB bb Đ#6 "= ? 
PA PB _2>—6 b ma 
P&TP8— KA OTOK 7 


Imademo dakle ovaj poučak : 


Zbroje li se omjeri dužina na transversalama, koje sijeku +8tu 
asimptotu, pa se za nasivnike omjera uzmu dušine, koje su 
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bliže asimptoti, a svaki se omjer označi prspadnim predsnakom, 
dobit će se sa makar koju točku krivulje pogitivna jedinica 
kao gbroj. 


Ako posljednje tri jednadžbe zbrojimo, imat ćemo jednadžbu: 
REL: | pm PEBRE ire 
PA; PB; PO; PO ( PA4-+ PB) -HPA*.PB*. PO. PBr(P4;+ PO) + 
ae) ____2 
+PA:. PA*. PO. PB( PB FE PO%)=3.P4;.PA).PB;.PB;. PC. PO“. 


S pomoću ove jednadžbe dobivamo poučak : 
Među dušisnama, što ih određuju asimptote na transversalama 
krog makar koju točku krwulje, postoji relacija: 
pp 2 ___ 2 ___2 » adi __2 
PB" + PO PA“ + Po PA -l- PB 


PB.PO PEP OT PAF. PE =“ 
1 1 2 2 3 8 


Ove se dužine imadu uzeti s pripadnim relativnim predznacima. 
Vrijedno je opaziti, da su dužine, koje ulaze u isti razlomak gornje 
jednadžbe, dužine na istoj transversali. 


Resume. 


Dans le mćmoire prćećdent: ,Sur Phyperbole cubique“ 
j ai ćtabli quelques thćor&mes qui s appliquent rćellement a V"hy- 
perbole cubique. Les trois asymptotes a,, b,, cg de la courbe dć- 
terminent un paralićl6pipčde [1 = AEHGODFB. Son ar6te c, 6tant 
| axe des €, le plan des coordonnćes 70 sera la face du paral- 
l6l6pipčde, passant par b, paraličlement A a;. Les deux autres 
plans 102 et y0s sont parallčles a a, et b, respectivement. Les 
longueurs des arčtes sur 4,, bg, Cg soient a, b, c. Les resultats des 
recherches sont les suivants: 


19 Par un point quelconque P de la courbe ćtant men6s trois 
plans, dont chacun est parallčle a deux des asymptotes, on obti- 
endra chaque fois sur la troisičme asymptote un point d' intersec- 
tion. Les trois points obtenus dćterminent un plan V =0 (&. 1 
du mćmoire) qui passe par le point choisi P. Deux plans V==0, 
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construits pour deux points FP de la courbe, ont une droite com- 
mune, ćtant parallšle aux arčtes du prisme asymptotique. 


2% Les six distances (normales) d' un point queleonque P de la 
courbe aux six faces du parallćićpipčde, dćterminć par les trois 
asymptotes, forment deux groupes, dont chacun contient trois di- 
stances. Le produit des distances d'un mćme groupe est ćgal 
au produit des trois distances de 1 autre (ć6q. 1%). 

La droite menće par un point queleonque .P' de la courbe paral- 
Ičlement a | asymptote a, coupera deux faces du parallelćpip&de 


TI en D, et D, (D, est sur y05). La parallčle a | asymptote b, 
coupe deux faces du [I en D, et D, (D, est sur 20g) ; la paral- 
Ičle a €, enfin coupe deux faces du [I en D, et Di (D, est sur 
20y). On avra Pegalit6ć PD.PD,.PD, = PD,. PD, . PD,. 
Les volumes des deux tćtračdres PD,D,D, et PD,D,D, sont 


ćgaux; chacun sera E du volume du parall6lćpipčde l1. 


3% Les coordonnćes d'un point P de la courbe soient £, n, Č. 
Si Von porte les longueurs 3£—a, šn—b, 3%—c sur les asymptotes 
G;, Dg, Eg €n partant des points A, B, O, les trois autres points 
extr€mes dćterminent le plan osculateur du point P (6q. 2). 


4% Soit 7" un triangle, dćterminć par les intersections d'un plan 
osculateur quelconque avec les trois asymptotes. Les aires des trois 
projections (obliques) d' un tel triangle sur les trois plans des co- 
ordonnćes donnent un produit constant 27 a*b*c* sina sinp 
siny (6q. 2). 

5% Par un point quelconque_P de la courbe ćtant men6s trois 
plans, dont chacun est parallčle a deux des asymptotes, chacun 
de ces plans coupera l'arčte du prisme asymptotique qui est !'in- 
tersection des deux plans asymptotiques passant par les deux asim- 
ptotes respectives, en un point, et les trois points ainsi obtenus 
dćterminent le plan osculateur en PZ. 


6% Soit 7" un triangle dćterminć par les intersections d' un plan 
osculateur quelconque avec les trois asymptotes. Lr'aire d'un tel 
triangle 7" est le double de Vaire du triangle 7", d6terminć 
par les intersections de ce m&me plan osculateur avec les trois 
plans asymptotiques. 


1% Les deux triangles 7" et 7" dans un mčme plan osculateur 
sont perspectifs par rapport a un centre a Vinfini. 
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8% LY hyperbole cubique est d6terminće par les trois plans asym- 
ptotiques et par deux points queleonques avec leurs plans oscula- 
teurs. ' 

9% Le produit des distances (normales) d'un point quel- 
conque de la courbe aux trois plans asymptotiques est une gran- 
deur constante (6q. 3). 

10% Soient A;, B;, C,; les points d' intersection d' une tangente 
quelconque de la courbe avee les trois plans asymptotiques 4, PB, Yg, 
et soit D son point de contact. Si D et A, sont s6par6s par I un 
des deux autres points AB; ou C;, on aura 1 6quation 


On peut ćtablir des 6quations analogues pour d'autres ordres des 
quatre points. 

11% Des trois longueurs, d6terminćes par le point .D et les trois 
points A;, B;, C;, on formera les sommes ćgales: 


DC, DC, ad DB; DA. DA 


= = dal 


DA, "DB, “ DC, " DA S DO, * DB, - 


12% Pour les m&ćmes trois longueurs pre avec des signes re- 
spectifs), on aura les 6galitćs: 


DA(DB;+DC) =DB;(D4+DC) = DO (DA+DB). 


13% Si Von mčne par un point quelconque P de la courbe trois 
transversales, dont chacune sra deux des asymptotes, on obtiendra 
les six points d' intersections A,, A,, B4, Bi, Ci, Ci. (La transver- 
sale qui coupe a, et b, dano a, pointe Ek intecsections respectifs 


A, et Bi, etc.). On aura les 6galitćs: 


AA. = 24, B; 


4, 

149 Si "on prend quelque part sur b, la longueur 20 = B,B|! 
(la longueur -|- B!b 5* a toujours le sens de l' axe des coordonnćes 
y negatif) et si on mčne les plans (Bla,), (Bj€,), la droite d' in- 


tersection sera une sćcante simple de la courbe. Le plan (B;a,) 
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coupe | asymptote c, en un point, dont la coordonnće #3) sera ćgale 
a c-+-%. Le point P (E, n, C) commun a la s6cante et a la courbe 
aura done la coordonnće € =%)—c. L'autre plan (Bic) 
donne la coordonnće š=xx,)-Ha de ce point P. 


15% Les six points A,, A,, Bi, B., C], Ci! dćterminent avec le 
point P deux tćtračdres PA.B.C! et PA.BiCY. Le volume de 


807s“/1 
chacun de ces deux tćtračdres est ćgal a H du volume du pa- 
rall&ćl6ćpipšade ll. 


16% Les produits des longueurs des trois ar&tes des ces 
deux t6tračdres qui passent par le point commun -P, sont 6gaux 


(6q. 4). | 
17% On aura pour Y'hyperbole cubique 6quilatere les 6galit6s: 
P=PA, PO=PO, PE = PE. 
18% D' aprča les significations indiqućes on aura les 6quations : 
ai GA, BA, 
PC* GD ' BD ' 
i, S. h0 
PB! AD ' BD? 
e GB; AB, 
Po Gb AD 
19% Les six longueurs sur les trois transversales par un 
point de la courbe donnent les sommes 6gales: 
Po: PB PO PA PA PB 
P&+ PET PBTTPRO POT POT! 
2 3 1 3 2 1 
20* Les m&mes six longueurs donnent done la relation: 
za m mar Da mre mne 
PB! + Pc PAX + PO, PA + PB: 


PB. PO TPA.PO PAPE * 
1 i 2 a2. 8 bj 


Les longueurs de la m&me fraction sont sur la m&me transver- 
sale. Toutes ces longueurs sont affectćes du signe respectif. 


0 translaciji po paralelama s osju A. 


Predano u sjednici matematičko-prirođoslovnoga rasreda Jugoslavenske 
akademije znanosti i umjetnosti dne 20. listopada 1906. 


NAPISAO PRAVI ČLAN DR. VLADIMIR VARIČAK. ; 
Ta je translacija određena infinitezimalnom transformacijom 


—2r 


Uf = (1—e o) 2 — ey, I. (1) 


oy " 


koja vrijedi samo u području ograničenom sa četiri zajedničke 
paralele koordinatnih osi. U ovom izrazu parametar je b, a to je 
odrezak, što ga paralela sa —|- X odsijeca na osi Y. Izvan spome- 
nutoga područja leže one paralele sa --.X, koje ne presijecaju 
os Y.! Da nađemo izraz za translaciju po ovim izvanjim parale- 
lama, valja nam potražiti jednadžbu tih paralela. 

1. Jednadžba paralele sa —- X, koja ne siječe Y. Engel 
je u svojim bilješkama k radnjama Lobačevskoga* postavio 
jednadžbu pravca, u kojoj dolaze dva parametra i kojom se može 
predočiti svaki pravac, bez obzira na njegov položaj prema koor- 
dinatnim osima. Parametri su dužina p normale spuštene iz početka 
koordinatnoga sistema na taj pravac i kut o, što ga ta normala 
zatvora s osju .X. Ta normalna jednadžba pravca, od koje ćemo 
u ovom izvođenju poći, glasi 


c086 gh z -- sino thy = thp chz. (2) 


Na paralelu P sa IX spustimo iz O normalu p i odredimo 
još normalu BC, koja je u. osi Yi paraleli P. Ova nor- 


! Vidi moju radnju: O transformacijama u ravnini Loba- 
čevskoga. Rad 165, str. 50 —80. 


* Engel-Lobatschefskij, str. 258. 
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mala odsijeca na Y dužinu b. U četverokutu OBCD imamo tri 
prava kutaš, pa je u njemu 


SL 1 SI. 1.bis 
Mesta. oz (3) 
ž chp ( 
Kad to uvrstimo u prethodnu jednadžbu, biva 
chn shz --shp (thb thy — ch2) = 0, (4) 
a kako je 
shp = shn ch, (5) 
izlazi 
sh" b-thn chb (thb thy — chz) =0. (6) 


Iz ove ćemo jednadžbe još eliminirati parametar 1. Povučemo 
li tačkom B paralelu P' sa --X, javit će se kod B kutovi [1 (2) 


i In) = S — I1(2). Dakle je 
cogl1 (n) = sinll (0) 
ili 


thn chb = 1, (7) 


pak radi toga možemo jednadžbu (6) pisati 
5 Slika 10i5 predočuje isto, što i sl. 1., samo -na osnovi poznate re- 
alne interpretacije hiperbolne geometrije. 
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sh# — chz -- thb thy =0 


ili 


thb thy — € “ =0. (8) 


Ovo je napokon jednadžba paralele P, koju trebamo. Para- 
lela je određena, kad znademo udaljenost b od početka koordinat- 
noga sistema normale, zajedničke paraleli i osi Y. Treba samo u 
tački B uzdići normalu na Yina njoj odmjeriti dužinu BC, koja 
pripada komplementu kuta paralelnosti 11(b), i onda tačkom C po- 
vući paralelu sa -h- X. 


2. Infinitezimalna transiacija. Na osnovi jednadžbe (8) na- 
lazimo za element luka ove paralele 


dz €2%th*b 
ds = mini dx ch?y = — dy cothy, (9) 
dakle 
mem m EZ thsb—1 loze SB 
2 €*ih'b—1 : shy) | 
Infinitezimalna je translacija 
a0. %f 
Uf = ch*y A — thy oy" (10) 


Granični krugovi 


Tre = e 


invarijante su druge vrste, jer je 
26 % 
Uv = chšy (1 ++ sh y) 


t.j. 


Sada ću izvesti općenitije izraze, koji vrijede neograničeno u 
cijeloj ravnini. A zato nam valja postaviti takvu jednadžbu para- 
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lele sa -- X, gdje ne treba gledati, da li ta paralela siječe ordi- 
natnu os ili je ne siječe. 

3. Osobita jednadžba pravea. Uzmimo pravac P, koji os X 
zgađa pod kutom 8 i na njoj odsijeca dužinu OB = b, dok os Y 


može sjeći ili ne sjeći. Odredimo onda na osi X tačku N, tako 
da BN bude dužina, koja odgovara kutu paralelnosti B. Označimo 
li ON sa 1, imamo dakle B =I11(b—n). Normala uzdignuta u 
tački N na os X paralelna je s pravcem P. Uzmemo li na tom 
praveu tačku M, onda je OT == MT=y. Tako dobivamo 
pravokutni trokut BMT, komu su katete y i š— s. U njemu je 


tg 11 (b—n) = cosll(y) tgll (b—2). (11) 


A Kako je 


_ sin11 (0) sin11 (2) 
meme cos 11 (8) — cos [1 (1) * 
a tako i tgll(b—x), možemo (1) pisati 


sin [1 (9) 
cos 11(2)— cos 11 (2) 


sin T1 (2) 


= 008 11(9). STIG) — cosTI a)“ 


(12) 


Ovo je jednadžba pravca /. Pravac je tu određen odre- 
skom b na osi X i odreskom n, što ga Čini normala na os X, 
koja je paralelna s tim pravcem P. S ova dva parametra b i n 
pravac je potpuno određen. Kad su dani ovi parametri, određene 
su tačke B i N, pa možemo pravac ovako konstruirati. U tački 
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N uzdignimo normalu na os X i onda tačkom B povucimo para- 
lelu s tom normalom.“ Ta je paralela pravac Z?. 

4. Općena jednadžba paralele sa --.X. Da dobijemo para- 
lelu s osju -h- X, moramo pustiti da bude 


limb = 0, 


a onda je 
lim cos 11(0) = 1, 


pak će ostati 


sinT1 (4) 


ra sin [1 (2) 
T—eoli(ay 10.7 


— cos [1 (2) ? 


cotg H [1 (n) = cosll (g) cotg H [1(2) 
ili 
e" = e“ cosl1 (g). | (13) 


Ovu općenu jednadžbu paralele sa -|-.X pisat ćemo na- 
pokon u obliku 


€" — eothy = 0. (14) 


Paralela sa —- X određena je parametrom 1 posve, te je možemo 
konstruirati ovako. U tački N uzdignimo normalu na os X i ras- 
polovimo pravi kut među tom normalom i apscisnom osi. Odre- 
dimo onda dužinu a, koja odgovara kutu od 45 kao kutu para- 
lelnosti,* te je prenesimo na onu raspolovnicu počevši od tačke .N. 
Neka je NS = a; onda još valja tačkom S povući paralelu s onom 
normalom ili pak s osju -- X. 

U ovom je specijalnom slučaju dužina NS Sehweikartova 
konstanta. Za paralele sa --.X, koje sijeku Y, negativan je n. 


* Za konstrukciju paralele prema zadanome pravcu vidi: Engel- 
Lobatschefskij, str. 256. 


" Konstrukciju dužine, koja odgovara izvjesnome kutu paralelnosti, 
vidi: Engel-Lobatseh efskij, str. 242. 
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5. Jednadžba paralele sa — X. Neka pravac P' (sl. 2.) na 
negativnoj strani osi X odsijeca dužinu O0B' = b', a paralelan neka 
je s onom istom normalom na os XX u tački N. Iz pravokutnoga 
trokuta 5'7'M', komu su katete y i bf --z, akut ' =11(6' 4-1), 
izlazi kao jednadžba pravca P' 


tg 11 (6 bn) = cosll(y) .tgl1 (0 + 2) 


ili, 


_ sinll(n) sinl1 (2) 
casli(B)-FeoslT(n) = 9091109) + Tra) -PoosTT (a): (19) 
Uz limb' = o, dakle 11(0") = 0, prelazi to u 

l 1 
tg 9 II (n) = cos 11 (9). tg 5 11 (2) 
ili 
€"—" _cothy = 0. (16) 


Dosada smo radili direktno, bez pomoći poznate realne inter- 
pretacije hiperbolne geometrije. U njoj je (sl. 3.) paralela sa jd X 
predočena pravcem P,, a para- 
lela sa —.X polukrugom P',. Nor X+ , 
mala na os X jest NR. Sad LAI | 
da je 


Nume/ 


SN = e9N — en. 


Zato je u običnim pravokutnim 
koordinatama jednadžba pravca P, 
ne" (17) 


t 
a polukruga P,' SI. 3. 
x? by? —e"z = 0. (18) 
Ove se pak jednadžbe s pomoću formula, kojima se iz obične 
ravnine prelazi na hiperbolnu, transformiraju u (15) i (16). Još 


vidimo, da se (16) iz (15) dobiva refleksijom na normali NR. 


RJ. A. 165. 16 
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6. Infinitezimalna translacija. Iz jednadžbe (4) izlazi 
dy T—n 
ne shšy, (19) 
pa tako za element luka dobivamo 
ds = dz shy \jeothty -- &42—" shiy, 
a to se s pomoću (14) pretvara u 


ds = €" shy chy dz. (20) 


e(2—") dg 
iz i ši 
dakle 
28 ežti—n) E. | ' 
= gem pu 


Jednadžbe (19) i (20) daju još“ 
ds = — cothy dy, | (23) 


otkle za s dobivamo isti izraz kao na str. 56. u Radu 169. 
Infinitezimalnu translaciju po paralelama sa i- X možemo pisati 


Uf = ć “ve sisi — thy a : (24) 


Ovaj izraz vrijedi u cijeloj ravnini. Da granični kru- 
govi 


* U Radu 165., na «str. 56. u 7. retku odozdo treba na desnoj 
strani jednadžbe dodati još dy. 
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e? b 
0 (£, = oi — (25) 


ostaju kod ovih translacija na drugi način invarijantni, uvjeravamo 
se lako, jer se 
e" 


BE. _ -2(2—n) A 
S (1—e Pie) 


poradi (4) reducira na 


€ 
Lo 


tj. Uo zo. Primijetit ću još da koordinate # i v navedene u 
Radu 165. na str. 67. samo onda određuju realnu tačku", ako je 


H(w)-HI (e) >-2 


Inhaltsangabe. 


Wird die Parallele zur x-Axe durch den Abscehnitt auf der y- 
Axe bestimmt, wie es bei Lobatschefskij geschieht, so gilt die 
Formel (1) fur die Translation lings dieser Parallele nur in dem 
durch gemeinsame Parallelen der Koordinatenaxen begrenzten Ge- 
biete. Fur die Translation im Ausseren Gebiete gilt die analoge 
Formel (10). Eine die y-Axe nicht sehneidende Parallele zur posi- 
tiven z-Axe kann man auf folgende Art bestimmen. Aus dem 
Koordinatenanfangspunkte f&lle man das Lot p auf die Parallele 
P (Fig. 1.) und konstruiere das der y-Axe und der Parallele P 
gemeinsame Lot n. Aus dem Vierečke OBCD mit drei rechten 
Winkeln folgen (3) und (5) und so erhšlt man aus der Engel'sehen 
Gleichung (2) der Geraden P die Gleichung (6). Zieht man durch 
B die Parallele zur positiven #-Axe, so hat man gleich die Rela- 
tion (7) und die Formel (6) wird in die Gleichung (8) der aus- 
seren Parallele transformiert. Die Parallele P wird hier durch die 
Entfernung vom  Koordinatenanfangspunkte  jenes gemeinsamen 
Lotes bestimmt. 


7" Iaporedi B. NaraHb, OdepkE reomeTpusgeckoir cmereMbi /loća- 
uesckaro. Opecca 1900., str. 114. 
# 
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Um aber einen allgemeineren Ausdruck zu bekommen, der in 
der ganzen Ebene gultig w&re, kann man folgendermassen vor- 
gehen. Die Gerade P (Fig. 2.) schneide unter dem Winkel B die 
x-Axe im Punkte B. Das dem Parallelwinkel 5 entsprechende Lot 
sei BN. Die im Punkte B errichtete Normale wird parallel zur 
Geraden /. Fallt man von irgendeinem Punkte M der Geraden 
P das Lot MT auf die z-Axe, so folgt aus dem rechtwinkeligen 
Dreiecke BMT die Formel (11) und nach einer einfachen Trans- 
formation (12) als die Gleichung der durch die Parameter b und 
n bestimmten Geraden P. Wird b unendlich gross, so iibergeht 
die Gerade P in die Parallele P, zur positiven z-Axe. Aus der 
vorhergehenden Formel ergibt sich (14) als die Gleichung der 
betrefenden Parallele. Die bestimmende Grčsse der Parallele P, 
ist die Entfernung vom Koordinatenanfangspunkte jener Normale 
zur r-Axe, die mit P, parallel ist. Die Formel (14) stellt die allge- 
mein gultige infinitesimale Translation lings der Parallele zur 
positiven z-Axe. 


